Enoncé :
Soit f une fonction de classe C; sur [0, +oo| :
1) Construire une telle fonction qui soit telle que f admette une limite en 4+ mais pas f'

2) On suppose que f'’ est négative ou nulle sur [0, +[. Montrer que f’ tend vers 0 en +oo

Réponses :

1) Nous allons construire une fonction dont la courbe est une sorte de fractale avec pour motif une
période de la fonction sinus :

On définit d’abord pour tout n = 1 une suite d’intervalle I,, = [t,,_1, t,[ OU:

ty =2 (1 i 1)

= T[ —_— ces —_—

n 2 n
Chaque intervalle I,, est donc de longueur ZTH et t, tend vers +oo ce qui permet de définir une
fonction f sur [0, +oo[ de la sorte :
Pourn > letx € [t,_q,t,[:

f@) = ay sin(n (x - ty_1))
On note tout d’abord que :
lim_f(x) = lim f(x) =0= f(t,)
x—-ty x-tyt

Donc f est continue sur [0, +oo[.

On définit ensuite la suite (a,) de telle sorte que f soit dérivable a gauche et dérivable a droite en t,,
avec des nombres dérivés égaux :

im f(x) - f(tn) — lim an Sin(n (X - tn—l)) — lim an Sin(n (X - tn)) _

lim_ ~ ~ na,
x-ty X — tn x-ty X — tn x-ty X — tn
x)— f(t a sinfln+1)(x—t
i LO ) e sin(Gt D Gm6)
x-t,t X — Uy x-ty T x—t,
Donc:

(n+1)ap =nay
) s
D’ou,
na, =1aq

a, étant arbitraire, on peut le prendre égal a 1, auquel cas :

ap =—
n

On constate alors que :



xljgll_f'(x) = XLH& i) =1=f"(tn)
Et donc que f est de classe C; sur [0, +oo].
Vérifions qu’elle est de classe C, sur [0, + o] :
Pourn = letx € [t,_q1, t,[:
f'(x) =na, cos(n (x —t,_1))
f"'(x) = —n? a,, sin(n (x — t,—))
on note alors que :

lim_f"() = lim, f"() = 0

x>ty

Donc f' est dérivableen t,, et :

f”(tn) =0
f est donc de classe C, sur [0, +o[ . De plus :
1
Supln(lf(x)l) = n

Soite > 0 :il existenyg € N tel que:

n>ny=>-—-<¢
n

Donc:
x>ty 1= [f()]<e
Ainsi :
lim f(x) =0
X—+00
Or:
f,(tn) =1
! T[ J—
f' (tnr + ﬁ) =0

Donc f' ne peut pas avoir de limite finie en +oo.

Voila I'allure de la courbe de f :



2) f'" < 0 fait que f'est décroissante sur [0, +oo[. Supposons par I'absurde qu’elle ne soit pas
minorée alors elle tend vers —oo en 400 et donc :

Ja€[0,+o[:x>a= f'(xX)<-2=|f'"(x)|>2

Notons L la limite de f en +oo. Alors :

dbefa,+o[: x>b=> |[f(x)—Ll <1

Or d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |b + 1,b + 2[ tel que :
f+2)-fb+1)=f"(c)
Alors :
lf'@l=1fb+2)—L+L—-fb+D|<|fO+2)-LI+|IL-fb+1D|<1+1=2
ceci est contradictoire, donc f' est minorée et tend donc vers une limite finie L'.
Supposons par I'absurde L' # 0.

Alors :

LI
Ja€e[0,+o[:x>a= |f'(x)] >%

LI
ibela,+wo[: x>b> |f(x)—L|<%

Or d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |b + 1,b + 2[ tel que :

fb+2)=f(b+1)=f'(c)

donc:



L’
F OIS If(b+2) —LI+1L— Fb+ 1) < '4—'+

ceci est contradictoire donc L' = 0.



