Enoncé :

1) Préliminaire : Montrer que l'ona:

vVp eNVk €[0;p—1] : {(2
k

2) Déterminer la limite de la suite :

0=y ()

k=0

() < ()

p+1)<(2p+1

On pourra étudier la suite des termes de rang pair et celle des termes de rang impair et s’inspirer
de la symétrie existant dans le triangle de Pascal sur les lignes de rang pair et impair.
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Réponse :

1) Montrons la propriété par récurrence sur p.
Initialisation:p =1
2p) _ _
{ (0)—1<2p—
2p+1\ _
( . J=1<2p+1

Hérédité : Supposons la propriété vraie pourp € N*
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Soitalors k € [0;p] :

Sik=0:
GPJZ):1<2P+2:(2ﬂ+6
{Gp;3)=1<2p+3=(2ﬂ+ﬂ
Sik € [1;p]

(2p+2)=(2p+1)+(2p+1)<(2p+1)+(2p+1)
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Et pour k € [2; p]
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formule encore valable pour k = 1

doncsik € [1;p]

(2 pk+ 3) - (2 pk+ 2) + (ka_+12) < (ka++12) + (2 pk+ 2) - (ka++13)

Donc la propriété est vraie pourp + 1

2) Tout d’abord, on peut noter que 'on a:

Up=2
Ensuite, on note que pourn = 4 :
et - n-2 - n-2 .
=24(1) + G+ QG =2 )L G)
k=2 k=2
Doncpourn=2p =4:
" 2p-2 » " p-1 ) 22 )
U2p=2+5+z (Zlf) =2+5+Z(2kp) +<2pp) + Z (ka)
k=2 k=2 k=p+1

En faisant le changement d’indice k — 2p — k dans la seconde somme, on note qu’elle est égale a la
premiéere, donc :

p—-1
1 2\t 2p\ 7t
Uzp_2+;+22(k) +(p)
k=2
Ainsi, en utilisant le préliminaire :

Vi e[Lp—1]: (Zp)s( 2p)

2/ \k+1

Donc :
Vi e2p]: (ka)z(zzp)

Et:
Vi e2p]: (ka)_1 < (227[’)_1

Dot :

1 &S gl -t 1 2
U2p32+2—9+2kz=2(2p) +(2p) =2+;+(2(p—2)+1)><m

Soit :

2< Uy <242 22p —3)




pourn=2p+1 >=5:
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En faisant le changement d’indice k = 2 p + 1 — k dans la seconde somme, on note qu’elle est égale
ala premiéere, donc :

p

_ 2 2p + 1\ ?
Upprs =2+ 57 +2 kzz( . )

Ainsi, en utilisant le préliminaire :

vk €[2:p]: (2p+1)s(2p+1)

2 k
Et :
2o+ 1\t 2p+ 1\t
Vk E[Z;p]:(pk ) S( PZ )
D’ou:
p
Uppos <2+ Z 2p+1 P +2( —1)x;
2p+1 S £ 2p+1 °P 2p2p+ 1)
Soit :
2 2p—2

2 < <2+
< Uzp = 2p+1 p(2p+1)

Il en résulte par comparaison :

lim U,, = 11m U =2
ot 2p = o 2p+1

Et donc:

lim U, =2
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