
Enoncé : Calcul des sinus et cosinus de 𝝅/𝟓 

1) Déterminer une expression de 𝒔𝒊𝒏(𝟓 𝒙) en fonction de 𝒔𝒊𝒏(𝒙) 

2) En déduire un polynôme dont est racine 𝒔𝒊𝒏(𝝅/𝟓) 

3) En déduire une expression de 𝒔𝒊𝒏(𝝅/𝟓) puis de 𝒄𝒐𝒔(𝝅/𝟓) 

 

Réponse : 

1)   

𝑠𝑖𝑛(5 𝑥) =
𝑒𝑖 5 𝑥 − 𝑒−𝑖 5 𝑥

2 𝑖
=

1

2 𝑖
 ((𝑒𝑖 𝑥)

5
− (𝑒−𝑖 𝑥)

5
) 

=
1

2 𝑖
 ((𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝑥))

5
− (𝑐𝑜𝑠(𝑥) − 𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝑥))

5
) 

=
1

2 𝑖
 (𝑐𝑜𝑠5(𝑥) + 5 𝑖 𝑐𝑜𝑠4(𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑥) − 10 𝑐𝑜𝑠3(𝑥) 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) − 10 𝑖 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 𝑠𝑖𝑛3(𝑥)

+ 5  𝑐𝑜𝑠  (𝑥) 𝑠𝑖𝑛4(𝑥) + 𝑖 𝑠𝑖𝑛5(𝑥)

− (𝑐𝑜𝑠5(𝑥) − 5 𝑖 𝑐𝑜𝑠4(𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑥) − 10 𝑐𝑜𝑠3(𝑥) 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) + 10 𝑖 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 𝑠𝑖𝑛3(𝑥)

+ 5  𝑐𝑜𝑠  (𝑥) 𝑠𝑖𝑛4(𝑥) − 𝑖 𝑠𝑖𝑛5(𝑥))) 

=
1

2 𝑖
 (10 𝑖 𝑐𝑜𝑠4(𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑥) − 20 𝑖 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 𝑠𝑖𝑛3(𝑥) + 2 𝑖 𝑠𝑖𝑛5(𝑥)) 

= 5 𝑐𝑜𝑠4(𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝑥) − 10 𝑐𝑜𝑠2(𝑥) 𝑠𝑖𝑛3(𝑥) +  𝑠𝑖𝑛5(𝑥) 

= 5 (1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥))
2

 𝑠𝑖𝑛(𝑥) − 10 (1 − 𝑠𝑖𝑛2(𝑥)) 𝑠𝑖𝑛3(𝑥) +  𝑠𝑖𝑛5(𝑥) 

𝑠𝑖𝑛(5 𝑥) = 16 𝑠𝑖𝑛5(𝑥) − 20 𝑠𝑖𝑛3(𝑥) + 5 𝑠𝑖𝑛(𝑥)   

2) Pour 𝑥 = 𝜋/5  la relation donne : 

0 = 16 𝑠𝑖𝑛5 (
𝜋

5
) − 20 𝑠𝑖𝑛3 (

𝜋

5
) + 5 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

5
)   

Soit en divisant par 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

5
)  ∶ 

16 𝑠𝑖𝑛4 (
𝜋

5
) − 20 𝑠𝑖𝑛2 (

𝜋

5
) + 5 = 0 

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

5
) est donc racine du polynôme : 

16 𝑋4 − 20 𝑋2 + 5 = 0 

Dont on détermine les racines en posant Y = 𝑋2  et en trouvant les racines du polynôme : 

16 𝑌2 − 20 𝑌 + 5 = 0 

De discriminant : 

∆= 400 − 4 × 16 × 5 = 80 

De racines : 



𝑌1 =
20 − √80

32
=

5 − √5

8
 

𝑌2 =
20 + √80

32
=

5 + √5

8
 

Il y a donc a priori deux valeurs possibles pour 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

5
)  ∶ 

√
5 − √5

8
, √

5 + √5

8
 

Or : 

𝜋

6
<

𝜋

5
<

𝜋

4
 

Donc : 

1

2
= 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

6
) < 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

5
) < 𝑠𝑖𝑛 (

𝜋

4
) =

√2

2
 

Or : 

√2

2
< √

5 + √5

8
 

Donc : 

𝑠𝑖𝑛 (
𝜋

5
) = √5 − √5

8
 

Et : 

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

5
) = √1 − 𝑠𝑖𝑛2 (

𝜋

5
) = √1 −

5 − √5

8
= √3 + √5

8
 

𝑐𝑜𝑠 (
𝜋

5
) = √3 + √5

8
 

 

 

 

 


