Enoncés :

1) Calculer pour a € R la limite en 4+ de la fonction suivante :

a 1 1
f(x) = (Ln(x)) " sin (Ln(x) C Ln(x + 1))

2) Soit f, g, h les fonctions définies sur ]0; +oo| par :
f)=x%,  g)=x®, h(x)=x9®
Déterminer les limites en 0 de ces trois fonctions
3) Calculer, pour a, b dans R* la limite en 0 de la fonction suivante :

_ Ln(cos(ax))

fx) = Ln(cos(b x))

4) Calculer la limite en +oo de la fonction suivante :

f = <Si" (2 :: 1)>

5) Calculer la limite en 2 de la fonction suivante :

x2

Fo0) = @ + 37— 12)*"@%)

6) Calculer pour a € R la limite en +oo de la fonction suivante :

f(x) = (Ln(x + 1))a - (Ln(x))a
7) Calculer la limite en 0 de la fonction suivante :

sin(x)

X )x—sin(x)
sin(x)

reo =

Réponses :

1
Ln(x+1) " Ln(x)

1) En utilisant le théoreme des accroissements finis, il existe c(x) € ] [tel que:

1
In(x) B In(x+1)

£ = (n@)" ( ) costeGo)

Or:
lim ——= 1li —1
m = 1m =
x=+oo [n(x) x-+oln(x + 1)
Donc, par comparaison :

xl—l>r-|1:100 c(x)=0



Et:

lim cos(c(x)) =1
X—+00

Donc:
a 1 1
FG)~(Ln(0) (Ln(x) e 1))
Or:
1 1 _In(x+1) - Ln(x) _ Ln(x) + Ln (1 + %) — Ln(x) ~ Ln (1 + %)
e e @D (L"(x) +in(1+ %)) S
N 1
x (Ln(x))2
Ainsi :
a-2
fa~ )
X
Et:
Jip, 9 =0
2) Ona:

f(x) = X Ln(x)
Or:
xlg(r)ax Ln(x)=0

Donc par composée :

Jim f(x) =1

On en déduit :
lim f(x) Ln(x) = —oo
x—0*t
lim e/ @ n(x) =
x—-07t
lim g(x) = lim 2 = Jim /@ Ln) =
x-0% x—0t x>0+
Puis :

Jim, g (Cx) Ln(g(x)) =0
Jim_g(x) f(x) Ln(x) =0

Jim, g(x) Ln(x) =0




lim h(x) = lim x9® = lim 9@ N =1
x-0t x-0t x-0t

3) Onnote que:
chi_r)r(l) cos(ax) = }lci_r:% cos(bx) =1
Et onrappelle gu’en 1: Ln(u)~u —1
Ainsi :

cos(ax)—1

fe~ cos(bx)—1

2
OrenO0:cos(t) — 1~ —%

Donc:
_gﬂﬂgi 2
2 _ a
A Ty
—
Et:
I _&
xl_l}(l) flx) = »2
4) Ona:
Fo) = et I (sin(Z50))
Or:
) ) X _
xEIPwSln (2 X + 1) =1
Donc:

x?Ln (sin(2211)>~x2 (sin(zgil)—l)

Or, par division euclidienne :

mXx /A T

2x+1 2 2Q2x+1)

Donc, sachant sin (g — t) = cos(t):

x?Ln (sin (2 ;T_T_ 1)) ~x? (cos (ﬁ) — 1)

2

Et sachantqu’en 0, cos(t) — 1~ — % :




2] . ( TX ) 21( s )2 w2
S A V) *2Zex+D 32

Ainsi :

2

Vs
lim f(x) =e 32
X—+00

5) Ona:

£x) = etan(%) Ln (2% +3%-12)

Posons alors: x = 2 + t alors :

tan (E x) Ln (2% + 3% — 12)
4
T
= tan <Z 2+ t)> Ln (2%2%t + 32t —12)

= tan (ZE _|_4£ t) Ln (4_ et In(2) 49 etLn(d) _ 12)

= —M Ln (1 +4 (et —1) 49 (et Ln® — 1))
sin (% t)

On rappelle qu’'en 0: Ln(1 + u)~uete* — 1~udonc:

1
tan (% x) Ln (2% + 3 —12)~ — F (4 (etim@ — 1) + 9 (et Ln® — 1))

4 (4Ln(2) + 9 Ln(3))
s

4
~—— (4tLn(2)+9¢Ln@3)) =

DIVIR

4 (4 Ln(2)+9 Ln(3)) 1
lirr% flx)=e n =
X—

1
(216 x 397

6) Ona:

al(L 1)\*
£ = (Ln(x) ((%) - 1)
In(x) + Ln (1 + %) ’
In(x)

= (Ln(x))a




Oronrappellequ’en0: (1 +t)* —1~at donc:

1
f-nya 2
a-1
FG~ a (Ln(x))
Ainsi :
Jip, 76) =0
7) Ona:
flx) = exii;;x(l) L"(sirf(x))
Or enO:
X .
sin(x)
Donc:
x x x — sin(x)
(sin(x)) - sin(x) T W
D’ou :
x il:i(rjlczx) Ln (sinx(x)) ~1
Et:

)lci_r)r(l)f(x) =e




