Séries numériques

| Définition

Soit U € RN

Une série numérique est une suite numérique S ayant une définition de la forme :

n
VneN: Sn=2uk
k=0

U est alors qualifiée de suite associée a la série S, U,, de terme général de cette série, et
S,, de somme partielle de rang n

Si S admet une limite en +0, on note :

+00
lim S, = Z U,
n—+oo

k=0

On appelle alors reste de rang n la suite :

k

k=0 =n+1

Exemples :
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La suite associée est |a suite : U,, = n?

2)

1

Sn = 2z
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La suite associée est la suite : U,, = —=sin# OetUy=0




On peut se représenter une série graphiquement comme un « empilement » des valeurs de

la suite associée.

o
—— e e -

.. etc

Lorsque la suite associée a une série n’est définie qu’a partir d’un certain rang non nul, on la
complétera par des termes nuls jusqu’au rang 0.

Il Condition nécessaire de convergence

soit U € RN et S la série associée alors :

3LeR: lim S,=L = limU,=0

n—-+oo n—+oo

Preuve :

Il suffit de noter que I'on a pour tout n € N* :

Up =Sn — Sn-1
Et quesi:
nl—1>rPoo Sn - L
alors :
nl—1>r-Poo Sn-1=1
donc:
lim U,=0

n—-+oo



Il Critére de convergence de Cauchy

soit U € RN et S la série associée alors :

ILeR: lim S, =L

n—-+oo
n+p
© Ve>03dIny eN: V(n,p) EN2: n>ng=> ZUk <e¢
k=n

Preuve :

L’équivalence ne fait que traduire le critére de convergence de Cauchy pour la suite S. En effet,
pourn > 0:

n+p

Z Uk = Sn4p — Sn-1
k=n

I1l Convergence absolue

Soit U € RN et S la série associée, notons T la série associée a la suite des valeurs absolues
de U, a savoir :

alors:

JLeER: lim T,=L = 3L €eR: lim S,=1L'

n-+oo n-—-+oo

On dit alors de la série S qu’elle est absolument convergente

La réciproque est fausse : il existe des séries convergentes qui ne sont pas absolument
convergentes, comme par exemple :




LLIPRY
Sn:kz:(;( ;)

La preuve de ce fait sera apportée plus loin avec I’étude des séries alternées
Preuve :
Supposons T convergente et montrons que S I’est par le critére de Cauchy.

Soit & > 0 alors :

n+p

dny EN: V(n,p) EN?: n>ny= ElUkI <eg

k=n

n+p

n+p
= ZUk SZIURI<8
k=n k=n

IV Séries a termes positifs ou nuls

1) Critére de convergence

Soit U € RN telleque:Vn e N : U, = 0 etS lasérie associée, a savoir :

n
Sn:ZUk

k=0

alors

S est une suite croissante et donc :

JLeR: limS,=L © IMeR: VneN: S, <M

n—+oo

Autrement dit :

La série S converge si et seulement si elle est majorée
Preuve :
Nous avons pour tout n € N :

Snt1 = Sn =Un41 20




donc S est croissante et pour qu’elle converge, il faut et il suffit qu’elle soit majorée.

2) Critére de comparaison :

soit (U,V) € (RV)? telleque:VneN: U, <V, etST lesséries respectives associées,
soit :

g

I
1=

~

s
1l
(=)

=
I

1=
—~

k=0
alors
+00 +o0
JLeER: limT,=L = 3L €R: lim S,=L" et ZUkSZVk
n-+o n-+oo
k=0 k=0
lim §, =+0c = lim T, =+
n-+oo n—-+oco
Preuve :

Nous avons pour tout n € N :
S, <T,

Dong, si T converge vers une limite L, alors, compte tenu de sa monotonie, on a pour tout
neN:

T, <L

La suite S est donc majorée et converge ainsi vers une limite L'. Par passage a la limite, on

en déduit :
L'<L
soit :
+00 +00
Su<n
k=0 k=0

Si maintenant S tend vers 4o, le théoréeme du gendarme minorant montre que T tend vers
“+ 0o




3) Reégle d’équivalence

soit (U,V) € (RN)? telque:: U, ~V, etV > 0 a partir d’un certain rang, et soient S, T
les séries respectives associées, a savoir :

n

s, = Z U,
k=0
n

T, = ka

LN
Il
(=)

alors

JLeER: limT,=L & IL €R: lim S, =L’

n—-+o n—-+oo

lim §, =40 &: lim T, =+
n-+oo n—+oo

On dit des séries qu’elles sont de méme nature pour la limite

Preuve:

Supposons V > 0 a partir du rang n,

U,, ~ V, se traduit par I’existence d’une suite W,, tendant vers 1 telle que :
u,=V, W,

Alorspoure =1/2:

1 3
ano EN:n>n0$E <W1’l<§

donc, en notant n, = max (ny,ny):

1
n>n,=>=V, <V, W, <

2 b

N| W

1 3
=>an <Un <5Vn

OnadoncV >0 etU > 0 a partir du rang n,.

Considérons la suite U’ dont les termes sont nuls jusqu’au rang n, et égaux a ceux de U
apres ce rang, et désignons par S’ la série associée




Considérons de méme la suite V' dont les termes sont nuls jusqu’au rang n, et égaux a ceux
de V aprés ce rang, et désignons par T’ la série associée.

Nous avons alors pour tout n € N :

Donc:

Le théoréme de comparaison, montre alors que si T’ converge, alors S’ converge et
réciproquement, et si T’ tend vers +oo alors S’ tend vers +oo, et réciproquement.

Or T' et T sont de facon triviale de méme nature pour la limite, tout comme S’ et S. Ainsi T
et S sont de méme nature pour la limite.

4) Comparaison série-intégrale

Soit unréel a > 0 et f une fonction décroissante de [a; +[ dans [0; +oo| intégrable sur
tout intervalle fermé borné de [a; + o] et telle que :

lim f(x)=0

X—+00

Soit g la fonction définie sur [a; +oo| par:

mw=fﬂ0m

et S la série dont le terme général U,, vaut0sin < a et f(n) si n > a soit, en notant n,
le plus petit entier naturel de [a; + o[ :

n
Sy = Z f(k) sinZ= ny,0sinon
k=n0

alors :

JLeER: ligrn gx)=L © 3L eR: lim S, =1L’
X—>+00

n—-+oo



lim g(x) =4+ <: lim §, =
xX—+00 n-o+o

On dira que la série et I'intégrale sont de méme nature pour la limite.

Dans le cas ou S est convergente, on a, pour son restederangn > a :

f FO)dt < Ry(S) < f Fodt

n+1

Dans le cas ou S tend vers +o, on a:
n n
SLER: lim 2 Fk) — ff(t)dt=L
n—->+4oo
k=ng ny

et en conséquence :

i fk) ~ j foat
k=n, o

Preuve :

Pour tout entier naturel k de [a; +o[ona:

k+1

foern s [ F@de< 0
k

donc:

n n k+1

Z Flk+1) < f FOdt < Z £k

k=ng =No k
soit :

IICE f Ftydr < Z Fk)
k=ny+1

Ou encore :

Sp+fn+1)—f(ny) <gn+1)<S,




Considérons en premier I'inégalité :

Sp<sgn+1)—f(n+1)+ f(no)

et supposons que g converge en +oo. Lasuite g(n + 1) — f(n + 1) + f(n,) converge donc
et par comparaison, on en déduit que la série S converge.

Considérons en second l'inégalité :

Sptfn+1) = f(ng) <g(n+1)

et supposons que S tende vers +oo, alors la suite S,, + f(n + 1) — f(n,) tend également
vers +oo et, par théoreme du gendarme minorant, la suite g(n + 1) tend vers +o0. Donc g
est croissante sur [a; +oo[ et ne peut pas tendre vers une limite finie. Elle tend donc vers
+oo

Considérons en troisieme l'inégalité :
gn+1)<S,

et supposons que g tende vers +oo en +oo. Alors, la suite g(n + 1) tend vers +oo et par
théoreme du gendarme minorant, la série S tend vers +oo.

Si on suppose que S tende vers une limite finie L, alors on a :
gm+1)<S, <L

g qui est croissante sur [a; +oo[ ne peut alors pas tendre vers +. Elle tend donc vers une
limite finie.

Voyons alors le reste de rang n lorsque S est convergente.

Pour tout entier naturel k de [a; +[ona:

k+2 k+1
f f(t)dtsf(kﬂ)sf FO)dt
k+1 k

Donc pour tous entiers naturels n de [a; +oo[ et N >n

N k+2 N k+1

D f FO)dt < , f(k+1)s2f F(e)dt
k=n k

k=n k31 =nk



Soit :

f Fo)dt < NZH £ < f F(O)dt
n+1 k=n+1

En faisant tendre N vers 'infini pour n fixé, on en déduit :

f f()dt < R,(S) sf f()dt
n+1 n

Voyons finalement la derniére propriété lorsque S tend vers 4o

Posons pourn = ny :

Z £ - f G
k=n,

n k+l
=S - 2 | ra
k=ng m——

n k+1
= [ (w0 - r@)ar
k=no k

Nous allons montrer que la suite U vérifie le critére de Cauchy pour la convergence.

Soit un entier naturel m de [a; +oo[ et un entier naturel p > 0 alors :

m+p k+1

Unip=Un= . | ()= F(©)de

k=m+1 g
Orsur[k; k+ 1] :
0<fk)—f@® =fk)—flk+1)

donc:

k+1

0= [ (F - F@)de <700 - Fk+ D
k

dou:



m+p

0< Upip=Un< > (FUO = flk+1)

k=m+1
0<Unpsp—Un<fm+1)—f(m+p+1)

Traduisons alors le critére de Cauchy pour la suite f(n) qui tend vers 0.
Soit € > 0 alors :

V(n,g) EN?:In, eEN(ny>ng):n>n = |[f(n+q)—f(n)|<e¢
Donc

m>n >m+1>n = 0<f(m+1)—f(m+1+p)<c¢
= |Upsp — Un| <&

La suite U vérifie donc le critere de Cauchy. Elle est donc convergente.

Or, pourn > ny :

z": fk) - ff(t)dt=f(n)+ nz_:lf(k)— fnf(t)dt=f(n)+Un-1
k=ng o k=ng no

Cette suite converge donc vers la méme limite que U. Notons L cette limite et posons :

W, = ff(t)dt
No
_ Vo — Wy
n — Wn
On a alors :
V, =W, (1+C,)
nl—1>r-|1:100 Cn - O
Donc:

VnNCn



5) Régle de D’Alembert

Soit S une série de terme général U,, > 0 tel que:

U
lim —21 -

n—-+oo n

alors:

L<1= 3L'eR: lim S,=1L

n—-+oo

L>1= Ilim$§S,=+ow

n—-+oo

Dans le cas ou L = 1, on ne peut pas conclure, comme le montrent les exemples suivants :

U
U,=n = lim "1 _ 1 et lim S, =+
n—+oo n n—+oo
1 . Un+1 I} . '
Up=— = lim =1let IL €ER: lim §,=L
n n-+o n n—-+oo
Preuves :
1"cas: L <1:
Poure =(1—-1L)/2:
Un+1
AngeEN:n>ny=>L—¢< <L+e¢
n
Un+1 1-1L
<L+——
U, 2
U1 L+1
U, 2
Posons :
L+1
qu

On en déduit, en notantn; =ny +1 :
n2n; = U <qUy

donc:




UTl1+1 < q Un1
Un1+2 < q UTl1+1 < qz Un1

Un1+3 < q Un1+2 < q3 Un1

Soitenposantn; + k =n:

n—nq

n=>n=U,< q* ”1Un1:>ZUk Z(q Un,)

n1—1 qn ny
:ZUR ZUk+Un1 T
ng— 1

:Zuk Z Uy +

Les sommes partielles de la série S a termes positifs ou nuls sont donc majorées. La série

converge

2emecas:L>1:

On procede de fagon analogue a précédemment en notant qu’il existe un réel g > 1 tel que :
HnleN:nan:Un+1>qUn

Et on aboutit a:

n{—1 nnl_l
n=n; = U ZU +U, ——
1 Z k k nq q_l
Or puisqueq > 1ona:

lim ¢g"™™ = 400
n—+oo

donc:



n1—1

qn—n1 _ 1
lim §:w+mh————-=+w
k=0

n—-+o q— 1

Par théoreme du gendarme minorant, on en déduit que la suite des sommes partielles tend
vers +0o,

6) Regle de Cauchy

Soit S une série de terme général U,, > 0 tel que:

1
lim (U,)= = L

n—-+oo

alors :

L<1= 3L eR: lim S,=1L'

n—-+oo

L>1ou L=1*= lim §, =+

n—-+oo

Dans le casou L = 17, on ne peut pas conclure

Preuve :

1"cas: L <1:
1
dg<13dngeN:n>n,=2U)n<q =2U,<q"

Le théoreme de comparaison donne alors la conclusion

28Mecas: [ >1:

1
dg>13aAn,eEN:n>ny=>U)n>q > U, >q"

Le théoreme de comparaison donne alors la conclusion

3mecgs: L =1"%:

1
Ang€EN:n>ny=>U)n=>21=U,2>1

Le théoreme de comparaison donne encore la conclusion




4eme cas [ =1":

Prenons deux exemples aux conclusions différentes :

Exemple 1:

17'1
Uﬁ(“a)

Nous avions établi dans le fichier sur les suites numériques :

lim U _1
n—1>r-|1:100 n_e

La suite U ne tend donc pas vers 0. La série associée n’est donc pas convergente.

Exemple 2 :
1 n
U, = (1 -—)
n \/ﬁ
1 1 1 1
U, = enln(l—\/—E) " (‘Tﬁ_ﬁ“’(ﬁ)) _ o~ VA-gHo() _ ,~Vi-3
1
n2 U, ~n%e V"2
SN Sy t* 1
lim n2e V"2 = lim t*e "2 = lim —e2=0
n-+o t—>+oo t—>+c0 e
Donc:

lim n?U, =0
n—+oco

D’aprés un critére montré ci-aprés, la série de terme général U,, converge



V Régles "n“ U.,,"

Soit S une série de terme général U,, et a € Ralors:

Si:
dLeER: lirPn“Un=L et L0
n—->+4oo
alors:
AL eR: li{LnSn=L’(:>a>1
n—>4+oo
Preuve :
L
Un~n—a

- . L . .
Or, La série de terme général — converge si et seulementsia > 1

Si:
lim n*U,=0 eta>1
n—-+oo
alors :
L' eR: lim S, =L’
n—-+oo
Preuve :

Montrons que la série S est absolument convergente.
Poure =1:

dngeEN:n>ny=|n*U,| <1

1
:>|Un| <Tl_a

Or pour a > 1 la série de terme général — converge. Le critére de comparaison montre

alors que la série de terme général |U,| converge. La série S est donc absolument
convergente.




Si:

lim n*U, =40 eta<1

n—-+oo

alors :

Jim S =+
Preuve:
Pour A = 1:

dny€EN:n>ny=>n“U, >1
1
=>U, > n—a
Orpour a < 1 la série de terme général = tend vers +o. Le critére de comparaison montre

alors que la série de S terme général U,, tend vers +oco.

VI Regles de Duhamel pour les séries a termes strictement positifs

Soit a € R et S une série de terme général U,, > 0 tel que :

Un+1 a 1
“1-heol)
U, n 0

alors

a>1 = ILeER: lim S,=1L

n—+oo

a<l = lirP S, = +oo (ou — )
n—+0oo




Sia =1 ets’il existe unréel b tel que:

U 1 b 1
n+l = 1——+—2+0(—2)
U, n n n
alors
lim §, = +o
n—-+oo
Plus généralementsi:
Un+1 a
=1——+4+R
U, n "

ou la série de terme général R,, est absolument convergente, alors il existe un réel K > 0 tel
que:

Preuve:

Etablissons d’abord un préliminaire :

Soient U et V deux suites a termes strictements positifs et S et T leurs séries respectives
associées. On suppose qu’a partir d’un certainrangon a:

Un+1 < Vn+1
U, Va

Alors :
Si T converge alors S converge

Si S tend vers 4+ alors T tend vers +oo

Preuve du préliminaire :

Notons n, le rang a partir duquel on a:

Alors :




Un +2 = Un +1 = ng = Un
! Vn1+1 ! Vn1+1 I/Tl ! an !
U < Tl1+3 U n1+3 Vn1+2 U < n1+3 U
ni+3 = ni+2 = ny — n
! Vn1+2 ! Vn1+2 I/Tll ! an !
Vn +k
1
Un1+k S V U‘n1
n
Soiten posantn; + k =n:
n n
Vn Unl
n2n1:>UnSV_ Un1:> UkSV Vk
n k=n1 ! k=n1

Le théoréme de comparaison établit alors les résultats cherchés.

Preuves des régles de Duhamel :

Casa>1

Nous allons chercher un réel f > 1 de fagon a pouvoir appliquer le préliminaire sous la

forme:
_ 1
Un+1 < (Tl + 1)B
Un 1
nB

Ce qui revient a obtenir :

(n+ DP Upy,y <1
nf U,

. . 1
Nous allons pour cela effectuer un développement limité en - de du membre de gauche et

montrer qu’on peut choisir § de telle sorte a ce qu’il tende vers 1 par valeur inférieure.

On a en effet :

(n+ DF Unyy _ (n + 1)5 Uni1
nf U, n

~(03) (1-5+00))



(o @) (15 )

ST

En prenantalors ftelque:1 < f <aona: f—a<0 etdonc:

(n+ 1P Un+1 <

Ang€EN:n>ny=

nf U, -
1
N Un+1 < (n+1)F
Un 1
nb

La série de terme général —5 converge donc la série de terme général U,, converge.

Casa<l1
onprend ftelque:a<f <1 etona: f—a>0 donc:

(Tl + 1)ﬁ Un+1

dng€EN:n>ny=

nf U, -
_ 1
N Un+1 > (Tl + 1)B
Un 1
nB

La série de terme général 5 tend vers +oo donc la série de terme général U,, tend vers +o

Cassa=1

Si:
U 1 b 1
n+1=1——+—+0<—)
U, n  n? n?

alors :

n+1)U 1 1 b 1
@D _ (14 ) (1-24 2t o(3)
n U, n n  n? n?



b-1 1
=1+— +0(—>
n n

Soit en prenant le logarithme népérien :

b—-1 1 b—1 1
In((n+ 1) Upyy) —Ln(n Uy) = Ln| 1+ S to (ﬁ) =—F+o (F)
Donc:

lim n% (Ln((n +1) Upyq) — Ln(n Un)) =0

n—-+oo

La série télescopique de terme général Ln((n+ 1) Un+1) — Ln(n U,) converge, doncla
suite Ln(n U,) converge vers une limite L. On a ainsi :

lim n U, =et
n—-+oo

Donc:
U el
"oon

L
;. s s e o ;s
La série de terme général - tend vers +o0, donc la série de terme général U,, tend vers +o

Cas plus général :

(n+ 1D*Upy4q 1\¢ a
ne U, (1 * E) ( )

=<1+%+%+o(%)>(1—%+}en)

a(a+1) a

1
=1+ Ry~ L Rt o)

Or:
E Rn| s% <2—2+ Rn2>

La suite R tendant vers 0, nous avons, a partir d’'un certain rang
2
R,” < | Ry

Donc en posant :



la(a+1)| 1 [a? 1
Wl Rl + =5+ (G + 1l )+ o (53)

On en déduit par comparaison que la série de terme général 1}, est absolument convergente
Or:

(n+ 1D Unsq

=14V
ne u, T

En prenant le logarithme népérien :
In((n+ 1D Upyq) — Ln(n®* Up) = Ln(1 + V) ~V,

La série de terme général ci-dessus, qui est télescopique, est donc convergente. On en déduit que la
suite Ln(n® U,,) tend vers une limite L et donc :

lim n% U, = et
n—-+oo

Donc, en posant K = el :

na

VIl Regles pour les séries alternées

1) Définition :

Une série S est alternée si son terme général est de la forme V,, = (—1)" U,, ou U est une
suite a termes positifs ou nuls

2) Reégle de convergence et majoration du reste

Soit S une série alternée dont le terme général est de la forme V,, = (—1)" U,, avec U
tendant vers 0 en décroissant alors S converge. On a de plus une majoration en valeur
absolue du reste de rang n par la valeur absolue du terme de rang n + 1, a savoir :

VneEN: [Ry(S)| < Vil



Preuve :

Premiere méthode : en utilisant des suites adjacentes.

Considérons les sommes partielles de rand pair et de rang impair et montrons qu’elles
forment deux suites adjacentes.

Somi1 = Son = (1?1 Uppyy = —Uppyr <0
Donc:
VNneEN:S5,,1 <5
Et:
Tlli_l;lgoSZn+1 —5n=0
De plus :

S2n+3 = S2n+1 = (-3 U, n+3 t (-1D)*"*2 U, n+2 = Uzn+z = Uznyz 20
Donc (S, ,4+1) est croissante.
San+z = S2n = (=12 U, n+2 (-D*"* U, n+1 = Uznsz = Uz <0
Donc (S, ,,) est décroissante.

Les suites (S, ) et (S, ,,41) sont donc adjacentes et ainsi elles convergent vers une méme
limite L qui vérifie :

vnEN:SZn+1SLS52n

Donc:
IL = S2nl < 1S2041 = S2nl = [Vangal

Et:

VNEN:S 141 =S <Son42
Donc:

IL = Sz nt1l < IS2n42 = Sz nval = Va2l

Ainsi :

VneN: [L =S| < [Vpl
Soit :

vneN: |Rn(5)| < |Vn+1|



Seconde méthode : a partir d’'un préliminaire plus général :

Soit S une série dont le terme général est de la forme V,, = B,, U,, avec U tendant vers 0
en décroissant (ou a partir d’'un certain rang seulement), et B une suite dont la série
associée est bornée, alors S converge.

Preuve du préliminaire :

Notons n, le rang a partir duquel la suite U est décroissante.

Notons T la série associée a la suite B, a savoir :

n
TTL - Z Bk
k=0

alors :
AM€E|0;+oo[: VNEN: T, | <M
et:
VkeN" : B,=T,— Ty_1

donc, pour tous m et p entiers naturels, avec m > n,

m+p m+p
z (Bx Uy) = z U (Tx — Ty-1)
k=m k=m
m+p m+p
= Z Uk Ty) — Z (Uk T-1)
k=m k=m
m+p m+p-—1
= Z (U Ty) — Z (Uk+1 Tw)
k=m k=m-1
m+p—1
= Um+p Tm+p —Un T+ (Uk = Ug41 ) Ty,
k=m
et:
m+p m+p-—1

D G| = Ui [Tmsp] + 10l Tcal + D 1V = gl ITil
k=m k=m



m+p-1

< MUy + MUl +M D U = Upr)

k=m
< M|Uppip| + M |Up | + M (Upy — Uy )
U tendant vers 0, elle vérifie le critére de Cauchy.

Soit donc e > 0 alors :

£
Ang€ N:V(n,q) EN?2 : n>n, > |Un+q_Un|<m

£
3 €EN: VneN: n> = |U,| <—
m nEN:n>n = Ul <5

En notant : n3 = max(ngy, ny,n,) + 1 on a pour tout m et p entiers naturels :

m>n, mtp
m>n3=>m+p>n1}: z(BkUk) <e&
m>ng k=m

La série S vérifie donc le critére de Cauchy pour la convergence. Elle converge donc.

Preuve de la régle pour les séries alternées :

Dans ce cas :
B, =(-D"

La série associée ne prenant que deux valeurs, 1 et 0, nous sommes dans le cas du
préliminaire.

Exemples de séries alternées :

Les séries de terme général suivant sont alternées :

y _CD"

sin+0, V=0, a>0

"

Vp=—+-——= sin>1 Vyo=V;=0, >0, e R

Preuve :

La premiére est triviale car la suite = tend vers 0 en décroissant a partir du rang 1




Pour la seconde, considérons la fonction sur |1; +oo[ définie par :

1

f®) = )P

Dérivons son logarithme népérien :

Ln(f(x)) = —a Ln(x) — B Ln(Ln(x))

f'(x) a B —aln(x) - B

f(x) T x x Ln(x) - x Ln(x)

f'(x) est du signe de —a Ln(x) — B et :

—aln(x)—-f<0 & —alnx)<p Ln(x)>—§(:> x>e %

En prenant :
_EB
xXo = Max (1,e a)

On a f'(x) < 0 et donc f strictement décroissante sur |x,; +[. La suite f(n) est donc
strictement décroissante a partir d’un certain rang n,

La série de terme général (—1)™ f(n) est donc alternée et donc convergente.



