Produit de matrices par blocs

| Produit matrice vecteur colonne par blocs sur un corps quelconque

a) Exemple avec une matrice carrée d’ordre 3

Rappelons ce qui définit le produit d’'une matrice carrée d’ordre 3 par un vecteur colonne de méme
ordre :

[lair agz| a3 || [xq) |a11| la12| (ZE]
J L J \ ‘ \ { |
@21 Az | Gp3| X2 = X; Q21 + Xp G2z | + X3 Q23
| [ | | | | | |

a3y A3z | azz || | x3 |31 @32/ @33/

Notons alors que la colonne d’ordre 2 formée par les deux premiers termes de la colonne résultat
est:

{ all‘-“ [ alZ"\‘ :‘(113.‘;‘ [A11 alZ“"‘ [ X1 ““-‘ ‘ al?’l“\ (x3)

X1 | |+ x| |+ x5 | | = | Tt |
a1 Qa2 \az3|  (G21 Q2| X2

Et que la colonne formée par le dernier terme est :
X @y + X Az 4 x3 ap = (@3 azp) x) (as3) (%3)

‘xz

En définissant alors des sous blocs dans la matrice :

A= (Zi ZZ), B = (Z;z), C = (az1 asy), D = (as3)

dans le vecteur colonne :
X1 ,
x=(n) X=@)

et dans le vecteur colonne résultat :

r=0.), v=0»
onadonc:
AX+BX' =Y
CX+DX' =Y

On pourra donc écrire le produit sous la forme :

¢ 20-()

Les calculs présentés de la facon précédente sont qualifiés de calcul par bloc.



b) généralisation :

Soit A une matrice an lignes et p colonnes et X un vecteur colonne a p éléments. Divisons cette matrice

en m lignes de g sous blocs (Ai]-)lsism, chacun des sous blocs d’'une méme ligne de sous blocs ayant
1<j<q

le méme nombre de lignes et chacun des sous blocs d’'une méme colonne de sous blocs ayant le méme

nombre de colonnes. Divisons également X en g sous colonnes, la sous colonne j notée X; ayant la

méme nombre d’éléments que le nombre de colonnes des sous blocs de la colonne j de sous blocs.

Alors le produit A X est une colonne formée de m sous colonnes dont celle de rang i notée Y; s’obtient

par le calcul, dit par blocs :
Y, = zAij X;

j=1

11 Produit de matrices par bloc

Soit A une matrice a n lignes et p colonnes, B une matrice a p lignes et m colonnes. Divisons comme
précédemment cette matrice en m lignes de g sous blocs (Aij)lsismet divisons la matrice B en q

1<j<q
lignes de r sous blocs (Bij)lsisq alors le produit A B est constitué de m lignes de r sous blocs
1<jsr
(Cij)1si=m tels que celui de la ligne i et de la colonne j soit :
1<jsr
q
Cij = Z Ay By
k=1
Exemple :
0 0 4 I'5 7
|2 0 0 ‘ |6 8 ‘
0 3 0|/ '|lo 3 |

Le premier calcul par bloc est :

Sachant que lorsqu’on multiplie une ligne de termes nuls par une matrice, on obtient une ligne de
termes nuls, ce calcul est tres aisé a faire et donne la premiéere ligne de la matrice résultat a savoir :

0 12

Quant aux autres lignes, elles sont obtenues par le second calcul par bloc :

2 0|5 7 0|0 3

0 3 6 8 0




Sachant que lorsqu’on multiplie une colonne de termes nuls par une matrice ligne, on obtient une
matrice de termes nuls, et que lorsqu’on multiplie une matrice diagonale par une matrice, cela revient
a multiplier les lignes de cette derniére par les éléments diagonaux de méme position, ce calcul est
trés aisé a faire et donne :

10 14
18 24
Finalement, on obtient comme résultat :
0 3
10 14
18 24

Cas particulier de matrices formées de sous blocs diagonaux :

Dans le cas particulier ou les matrices A et B sont deux matrices carrées de méme ordre n et qu’elles
sont formées de p sous blocs diagonaux respectifs (D;)1<i<p €t (D';)1<i<p, les sous blocs de rang i
étant d’'un méme ordre n;, donc: Z?zlni = n, le produit A B est une matrice formée de p sous blocs
diagonaux (D"';)1<i<p tels que D"; = D; D';

11l Décomposition d’une matrice sur une matrice semblable

a) Un exemple avec une matrice carrée d’ordre 2

Supposons qu’une matrice se décompose en produit de deux autres :
(Cn 012) _ (a11 alZ) (bn b12>
C21 €22 Qaz1 Qz2/) \by; by,
Alors, on vérifie aisément, en effectuant le calcul par bloc, que pour toute matrice M carrée d’ordre
quelconquenona:

(C11 M ¢, M) _ (a11 M ay, M) (b11 I, by, In) _ <a11 Iy a; In) (b11 M by, M)
1M ;M a1 M azo M)\by1 I, byy I ax1 In Az In) \byy M by M

Une conséquence est la suivante :
Supposons une matrice A carrée d’ordre 2 semblable a une matrice B soit :
(a11 a12) _ (P11 Plz) (bn b12) (P’n P'12)
az1 Az P21 P22/ \byy by) \p'y1 D22
ou:
(p11 P12) (P’u P'12) _ (1 O)
P21 P22/ \p'y; p'a2 0 1
Alors, on vérifie aisément par calcul par bloc :

((111 M aq; M) _ <P11 I, P12 1n> <b11 M by, M) (P’11 Iy P12 In)
A M a M P21ln P22/ \b21 M bpy M) \p'y1 I P22 In



et:

(pll In P12 In) (plll In p’12 In) — (In On)
Pailn Pa2ln/\p'31 1, P22l On Iy

Donc la matrice A’ = (a;; M) 1si<2 est semblable & la matrice B’ = (b;; M)1x<is2
15j<2 15j<2

Traitons alors deux cas :

1° cas : La matrice B’ est diagonale non nulle soit A diagonalisable et non nulle

Danscecas:
(‘111 a12)= (pll Plz) (b1 0) (P’n P’12)
az1 Az P21 P22/ \0 by) \p'5; Py
On supposera by # 0

et:

(all M a, M) _ (pll I P12 In> (bl M 0Oy ) (P’n L, p'y2 In)
a1 M a; M P21ln P22 ln Opn baM) \p'y1 I, p'aaly
Si M est également diagonalisable alors elle se met sous forme :

M=RDR™?

ou D est diagonale et le calcul par blocs montre que I'on a:

<a11 M ay, M) _ <P11 I D12 In) (R On) <b1 D 0y )(R_l On ) (P’n L, p'iz In)
a1 M az, M P21 In P221n) \Op R Op byD/\0, R YL vl

Soit, en posant :
0= (pll Iy P12 In) (R On)
p21ln D221n) \Op R
<a11 M a4, M) _ (b1 D 0, ) _1
a M ay,, M) 0, by,D Q

La matrice A’ = (a;; M) 1zis2 est donc diagonalisable.
15j<2

Réciproquement, si la matrice A’ est diagonalisable, alors elle posséde un polynéme annulateur U
scindé a racines simples. Notons alors qu’en posant :

P = (P11 I P12 In)
P21 ln P22y

Ona:

<b1 M o,

— p—=1 »p/
o, sz)_P A'P

Donc en élevant a une puissance entiére naturelle quelconque k :

(bl M)k On = P—l A/kP
On (b M)



Ainsi pour tout polynéme F de K[X] :

(F(b1 M 0,
0, F(b,M)

) =P l'FA)P
Et en prenant le polynédme U, on en déduit :
Ub; M)=U(b, M) =0
Ainsi, le polynéme U (b, X) est annulateur de M.
Or, si on désigne par pq, Uy, -.-, s les racines simples distinctes de U on a :
U=X—p) X —pz) e X—ps)
Et:

U(by X) = (by X — 1) (by X — p2) .. (b1 X — i)

Hq |2%) Ug
=b 5(X——> (X——)... (X——)
! by by by

U(b; X) est donc un polyndme scindé a racines simples et donc, M est diagonalisable.

Ainsi :

Lorsque la matrice (al-i)lsisz est diagonalisable non nulle, la matrice (ai]- M)lsisz est
1s5j<2 1<j<2

diagonalisable si et seulement si la matrice M est diagonalisable.

2%™ cas : La matrice B’ est triangulaire supérieure a diagonale non nulle soit A trigonalisable mais
pas nilpotente

Dans ce cas :
(an a12)= (P11 Plz) <b11 blz) (P'11 Pllz)
a1 Azp P21 D22 0  byp) \p'y1 P'a2
On supposera by # 0

et:

<a11 M a, M) _ (Pn I P12 In) (b11 M by, M) (P'n L p'i2 1n>
a; M az;; M P21 ln P22y Oy by M) \p'31 Iy D221

Si M est également trigonalisable alors elle se met sous forme :
M=RTR?
ou T est triangulaire supérieure et le calcul par blocs montre que I'on a :

(a11 M  a;; M) _ (P11 I P12 In) (R On) (b11 T by, T) (R_l Oy, )(P’n L p'iz In)
a M a;; M P21 ln D221n) \Op R On Dby T/)\N0O, R Y\p'yly vl

Soit, en posant :

Q — (pll In P12 In) (R On)
P21 In D22 In On R




(a11 M a;, M) _ (b11 T by, T) 0!

La matrice 4’ = (aij M)lsisz est donc trigonalisable.
1sjs<2

Réciproquement, si la matrice A’ est trigonalisable, alors son polyndme caractéristique 74, est scindé.
Or c’est aussi le polynGme caractéristique de la matrice :

(b11 T by, T)
On b22 T

Et la propriété de calcul par blocs du déterminant donne :
Ty = det(b11 T—X In) det(bzz T—-—X In)
Doncdet(b;; T — X I,) est scindé. Or, en désignant par m le polyndme caractéristique de T donc de

M :

1 1
det(by, T — X I) = by," det ( T-—X In> — by "1y (b—x)
11 11

1 . — . .
Doncmy (b—X) est scindé et donc m; = m est scindé et M est trigonalisable.
11

Lorsque la matrice (a,-j)lsisz est trigonalisable non nilpotente, la matrice (a,-j M)15,-52 est
15j<2 1<j<2

trigonalisable si et seulement si la matrice M est trigonalisable.

Lorsque la matrice (a;j)1<is2 est nilpotente, la matrice (@;; M)i<is2 est nilpotente pour toute
1<j<2 15j<2

matrice M







