
Produit de matrices par blocs 

 

I Produit matrice vecteur colonne par blocs sur un corps quelconque 

a) Exemple avec une matrice carrée d’ordre 3 

Rappelons ce qui définit le produit d’une matrice carrée d’ordre 3 par un vecteur colonne de même 

ordre : 

 

Notons alors que la colonne d’ordre 2 formée par les deux premiers termes de la colonne résultat 

est : 

 

Et que la colonne formée par le dernier terme est : 

 

En définissant alors des sous blocs dans la matrice : 

𝐴 = (
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
) , 𝐵 = (

𝑎13

𝑎23
) , 𝐶 =  (𝑎31 𝑎32), 𝐷 = (𝑎33) 

dans le vecteur colonne : 

𝑋 = (
𝑥1

𝑥2
) , 𝑋′ = (𝑥3) 

et dans le vecteur colonne résultat : 

𝑌 = (
𝑦1

𝑦2
) , 𝑌′ = (𝑦3) 

on a donc : 

𝐴 𝑋 + 𝐵 𝑋′ = 𝑌 

𝐶 𝑋 + 𝐷 𝑋′ = 𝑌′ 

On pourra donc écrire le produit sous la forme : 

(
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

) (
𝑋
𝑋′

) = (
𝑌
𝑌′

)  

Les calculs présentés de la façon précédente sont qualifiés de calcul par bloc. 



b) généralisation : 

Soit 𝐴 une matrice à 𝑛 lignes et 𝑝 colonnes et 𝑋 un vecteur colonne à 𝑝 éléments. Divisons cette matrice 

en 𝑚 lignes de 𝑞  sous blocs (𝐴𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑚
1≤𝑗≤𝑞

, chacun des sous blocs d’une même ligne de sous blocs ayant 

le même nombre de lignes et chacun des sous blocs d’une même colonne de sous blocs ayant le même 

nombre de colonnes. Divisons également 𝑋 en 𝑞 sous colonnes, la sous colonne 𝑗 notée 𝑋𝑗 ayant la 

même nombre d’éléments que le nombre de colonnes des sous blocs de la colonne 𝑗 de sous blocs. 

Alors le produit 𝐴 𝑋 est une colonne formée de 𝑚 sous colonnes dont celle de rang 𝑖 notée 𝑌𝑖  s’obtient 

par le calcul, dit par blocs : 

𝑌𝑖 = ∑ 𝐴𝑖𝑗 

𝑞

𝑗=1

𝑋𝑗 

II Produit de matrices par bloc 

Soit 𝐴 une matrice à 𝑛 lignes et 𝑝 colonnes,  𝐵 une matrice à 𝑝 lignes et 𝑚 colonnes. Divisons comme 

précédemment cette matrice en 𝑚 lignes de 𝑞  sous blocs (𝐴𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑚
1≤𝑗≤𝑞

et divisons la matrice 𝐵 en 𝑞  

lignes de 𝑟 sous blocs (𝐵𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑞
1≤𝑗≤𝑟

 alors le produit 𝐴 𝐵 est constitué de 𝑚 lignes de 𝑟  sous blocs 

(𝐶𝑖𝑗)1≤𝑖≤𝑚
1≤𝑗≤𝑟

 tels que celui de la ligne 𝑖 et de la colonne 𝑗 soit : 

𝐶𝑖𝑗 = ∑ 𝐴𝑖𝑘  

𝑞

𝑘=1

𝐵𝑘𝑗 

Exemple : 

 

Le premier calcul par bloc est : 

 

Sachant que lorsqu’on multiplie une ligne de termes nuls par une matrice, on obtient une ligne de 

termes nuls, ce calcul est très aisé à faire et donne la première ligne de la matrice résultat à savoir : 

 

Quant aux autres lignes, elles sont obtenues par le second calcul par bloc : 

 



Sachant que lorsqu’on multiplie une colonne de termes nuls par une matrice ligne, on obtient une 

matrice de termes nuls, et que lorsqu’on multiplie une matrice diagonale par une matrice, cela revient 

à multiplier les lignes de cette dernière par les éléments diagonaux de même position,  ce calcul est 

très aisé à faire et donne : 

 

Finalement, on obtient comme résultat : 

 

Cas particulier de matrices formées de sous blocs diagonaux : 

Dans le cas particulier où les matrices 𝐴 et 𝐵 sont deux matrices carrées de même ordre 𝑛 et qu’elles 

sont formées de 𝑝 sous blocs diagonaux respectifs (𝐷𝑖)1≤𝑖≤𝑝 et (𝐷′𝑖)1≤𝑖≤𝑝, les sous blocs de rang 𝑖 

étant d’un même ordre 𝑛𝑖, donc : ∑ 𝑛𝑖
𝑝
𝑖=1 = 𝑛, le produit 𝐴 𝐵 est une matrice formée de 𝑝 sous blocs 

diagonaux (𝐷′′𝑖)1≤𝑖≤𝑝 tels que 𝐷′′𝑖 = 𝐷𝑖 𝐷′𝑖 

 

III Décomposition d’une matrice sur une matrice semblable 

a) Un exemple avec une matrice carrée d’ordre 2 

Supposons qu’une matrice se décompose en produit de deux autres : 

(
𝑐11 𝑐12

𝑐21 𝑐22
) = (

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
) (

𝑏11 𝑏12

𝑏21 𝑏22
) 

Alors, on vérifie aisément, en effectuant le calcul par bloc, que pour toute matrice 𝑀 carrée d’ordre 

quelconque 𝑛 on a : 

(
𝑐11 𝑀 𝑐12 𝑀
𝑐21 𝑀 𝑐22 𝑀

) = (
𝑎11 𝑀 𝑎12 𝑀
𝑎21 𝑀 𝑎22 𝑀

) (
𝑏11 𝐼𝑛 𝑏12 𝐼𝑛

𝑏21 𝐼𝑛 𝑏22 𝐼𝑛
) = (

𝑎11 𝐼𝑛 𝑎12 𝐼𝑛

𝑎21 𝐼𝑛 𝑎22 𝐼𝑛
) (

𝑏11 𝑀 𝑏12 𝑀
𝑏21 𝑀 𝑏22 𝑀

) 

Une conséquence est la suivante : 

Supposons une matrice 𝐴 carrée d’ordre 2 semblable à une matrice 𝐵 soit : 

(
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
) =  (

𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22
) (

𝑏11 𝑏12

𝑏21 𝑏22
) (

𝑝′11 𝑝′12

𝑝′21 𝑝′22
) 

où : 

(
𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22
) (

𝑝′11 𝑝′12

𝑝′21 𝑝′22
) =  (

1 0
0 1

) 

Alors, on vérifie aisément par calcul par bloc : 

(
𝑎11 𝑀 𝑎12 𝑀
𝑎21 𝑀 𝑎22 𝑀

) =  (
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) (

𝑏11 𝑀 𝑏12 𝑀
𝑏21 𝑀 𝑏22 𝑀

) (
𝑝′11 𝐼𝑛 𝑝′12 𝐼𝑛

𝑝′21 𝐼𝑛 𝑝′22 𝐼𝑛
) 



et : 

(
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) (

𝑝′11 𝐼𝑛 𝑝′12 𝐼𝑛

𝑝′21 𝐼𝑛 𝑝′22 𝐼𝑛
) = (

 𝐼𝑛 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝐼𝑛
) 

Donc la matrice 𝐴′ = (𝑎𝑖𝑗  𝑀)1≤𝑖≤2
1≤𝑗≤2

 est semblable à la matrice 𝐵′ = (𝑏𝑖𝑗  𝑀)1≤𝑖≤2
1≤𝑗≤2

 

Traitons alors deux cas : 

1er cas : La matrice  𝑩′ est diagonale non nulle soit 𝑨 diagonalisable et non nulle   

Dans ce cas : 

(
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
) =  (

𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22
) (

𝑏1 0
0 𝑏2

) (
𝑝′11 𝑝′12

𝑝′21 𝑝′22
) 

On supposera 𝑏1 ≠ 0 

et : 

(
𝑎11 𝑀 𝑎12 𝑀
𝑎21 𝑀 𝑎22 𝑀

) =  (
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) (

𝑏1 𝑀 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑏2 𝑀
) (

𝑝′11 𝐼𝑛 𝑝′12 𝐼𝑛

𝑝′21 𝐼𝑛 𝑝′22 𝐼𝑛
) 

Si 𝑀 est également diagonalisable alors elle se met sous forme : 

𝑀 = 𝑅 𝐷 𝑅−1 

où 𝐷 est diagonale et le calcul par blocs montre que l’on a : 

(
𝑎11 𝑀 𝑎12 𝑀
𝑎21 𝑀 𝑎22 𝑀

) =  (
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) (

𝑅 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑅
) (

𝑏1 𝐷 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑏2 𝐷
) (

𝑅−1 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑅−1) (
𝑝′11 𝐼𝑛 𝑝′12 𝐼𝑛

𝑝′21 𝐼𝑛 𝑝′22 𝐼𝑛
) 

Soit, en posant : 

𝑄 = (
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) (

𝑅 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑅
) 

(
𝑎11 𝑀 𝑎12 𝑀
𝑎21 𝑀 𝑎22 𝑀

) = 𝑄 (
𝑏1 𝐷 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑏2 𝐷
) 𝑄−1  

La matrice 𝐴′ = (𝑎𝑖𝑗  𝑀)1≤𝑖≤2
1≤𝑗≤2

 est donc diagonalisable. 

Réciproquement, si la matrice 𝐴′ est diagonalisable, alors elle possède un polynôme annulateur 𝑈 

scindé à racines simples. Notons alors qu’en posant : 

𝑃 = (
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) 

On a : 

(
𝑏1 𝑀 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑏2 𝑀
) = 𝑃−1 𝐴′𝑃 

Donc en élevant à une puissance entière naturelle quelconque 𝑘 ∶ 

(
(𝑏1 𝑀)𝑘 𝑂𝑛

𝑂𝑛 (𝑏2 𝑀)𝑘) = 𝑃−1 𝐴′𝑘
𝑃 



Ainsi pour tout polynôme 𝐹 de 𝕂[𝑋] ∶ 

(
𝐹(𝑏1 𝑀) 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝐹(𝑏2 𝑀)
) = 𝑃−1 𝐹(𝐴′) 𝑃 

Et en prenant le polynôme 𝑈,  on en déduit : 

𝑈(𝑏1 𝑀) = 𝑈(𝑏2 𝑀) = 0 

Ainsi, le polynôme 𝑈(𝑏1 𝑋) est annulateur de 𝑀. 

Or, si on désigne par 𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇𝑠 les racines simples distinctes de 𝑈 on a : 

𝑈 = (𝑋 − 𝜇1) (𝑋 − 𝜇2) … (𝑋 − 𝜇𝑠) 

Et : 

𝑈(𝑏1 𝑋) = (𝑏1 𝑋 − 𝜇1) (𝑏1 𝑋 − 𝜇2) … (𝑏1 𝑋 − 𝜇𝑠) 

= 𝑏1
𝑠 (𝑋 −

𝜇1

𝑏1
) (𝑋 −

𝜇2

𝑏1
) … (𝑋 −

𝜇𝑠

𝑏1
) 

𝑈(𝑏1 𝑋) est donc un polynôme scindé à racines simples et donc, 𝑀 est diagonalisable. 

Ainsi : 

Lorsque la matrice  (𝒂𝒊𝒋)𝟏≤𝒊≤𝟐
𝟏≤𝒋≤𝟐

 est diagonalisable non nulle, la matrice (𝒂𝒊𝒋 𝑴)𝟏≤𝒊≤𝟐
𝟏≤𝒋≤𝟐

 est 

diagonalisable si et seulement si la matrice 𝑴 est diagonalisable. 

 

2ème cas : La matrice  𝑩′ est triangulaire supérieure à diagonale non nulle soit 𝑨 trigonalisable mais 

pas nilpotente   

Dans ce cas : 

(
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
) =  (

𝑝11 𝑝12

𝑝21 𝑝22
) (

𝑏11 𝑏12

0 𝑏22
) (

𝑝′11 𝑝′12

𝑝′21 𝑝′22
) 

On supposera 𝑏11 ≠ 0 

et : 

(
𝑎11 𝑀 𝑎12 𝑀
𝑎21 𝑀 𝑎22 𝑀

) =  (
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) (

𝑏11 𝑀 𝑏12 𝑀
𝑂𝑛 𝑏22 𝑀

) (
𝑝′11 𝐼𝑛 𝑝′12 𝐼𝑛

𝑝′21 𝐼𝑛 𝑝′22 𝐼𝑛
) 

Si 𝑀 est également trigonalisable alors elle se met sous forme : 

𝑀 = 𝑅 𝑇 𝑅−1 

où 𝑇 est triangulaire supérieure et le calcul par blocs montre que l’on a : 

(
𝑎11 𝑀 𝑎12 𝑀
𝑎21 𝑀 𝑎22 𝑀

) =  (
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) (

𝑅 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑅
) (

𝑏11 𝑇 𝑏12 𝑇
𝑂𝑛 𝑏22 𝑇

) (
𝑅−1 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑅−1) (
𝑝′11 𝐼𝑛 𝑝′12 𝐼𝑛

𝑝′21 𝐼𝑛 𝑝′22 𝐼𝑛
) 

Soit, en posant : 

𝑄 = (
𝑝11 𝐼𝑛 𝑝12 𝐼𝑛

𝑝21 𝐼𝑛 𝑝22 𝐼𝑛
) (

𝑅 𝑂𝑛

𝑂𝑛 𝑅
) 



(
𝑎11 𝑀 𝑎12 𝑀
𝑎21 𝑀 𝑎22 𝑀

) = 𝑄 (
𝑏11 𝑇 𝑏12 𝑇

𝑂𝑛 𝑏22 𝑇
) 𝑄−1  

La matrice 𝐴′ = (𝑎𝑖𝑗  𝑀)1≤𝑖≤2
1≤𝑗≤2

 est donc trigonalisable. 

Réciproquement, si la matrice 𝐴′ est trigonalisable, alors son polynôme caractéristique 𝜋𝐴′ est scindé. 

Or c’est aussi le polynôme caractéristique de la matrice : 

(
𝑏11 𝑇 𝑏12 𝑇

𝑂𝑛 𝑏22 𝑇
) 

Et la propriété de calcul par blocs du déterminant donne : 

𝜋𝐴′ = 𝑑𝑒𝑡(𝑏11 𝑇 − 𝑋 𝐼𝑛) 𝑑𝑒𝑡(𝑏22 𝑇 − 𝑋 𝐼𝑛) 

Donc 𝑑𝑒𝑡(𝑏11 𝑇 − 𝑋 𝐼𝑛) est scindé. Or, en désignant par 𝜋𝑇 le polynôme caractéristique de 𝑇 donc de 

𝑀 ∶ 

𝑑𝑒𝑡(𝑏11 𝑇 − 𝑋 𝐼𝑛) = 𝑏11
𝑛 𝑑𝑒𝑡 ( 𝑇 −

1

𝑏11
𝑋 𝐼𝑛) = 𝑏11

𝑛 𝜋𝑇 (
1

𝑏11
𝑋)  

Donc 𝜋𝑇 (
1

𝑏11
𝑋) est scindé et donc 𝜋𝑀 = 𝜋𝑇 est scindé et 𝑀 est trigonalisable. 

 

Lorsque la matrice  (𝒂𝒊𝒋)𝟏≤𝒊≤𝟐
𝟏≤𝒋≤𝟐

 est trigonalisable non nilpotente, la matrice (𝒂𝒊𝒋 𝑴)𝟏≤𝒊≤𝟐
𝟏≤𝒋≤𝟐

 est 

trigonalisable si et seulement si la matrice 𝑴 est trigonalisable. 

Lorsque la matrice (𝒂𝒊𝒋)𝟏≤𝒊≤𝟐
𝟏≤𝒋≤𝟐

 est nilpotente, la matrice (𝒂𝒊𝒋 𝑴)𝟏≤𝒊≤𝟐
𝟏≤𝒋≤𝟐

 est nilpotente pour toute 

matrice 𝑴 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 


