Exercice 1 :

1)
-3 7 —4 9 —-17 8
A2=| 4 8 -4/, A= 8 -16 8
-1 1 0 -1 1 0

A3 =2A— A%

On constate :

2) Soit A une valeur propre de A alors :

IX €My (R)\{0}: AX=21X

Donc:
A2X=AAX=AAX=1AX=21*X
ABX=213X

Or:

ABX=2AX—-A*X
Donc:

MBX=22X-2%2X
Soit :

PB+2-2)Xx=0
Et comme X # 0:
AB+12-21=0
D’ou la relation demandée.

3)
x3+x?-2x=0x(x*+x—-2)=0

oxx-1Dkx+2)=0
S x=0oux=1oux=-2

L’ensemble des valeurs propres de A est donc inclus dans I'ensemble {—2,0,1}

4)

X
X=<y> EKer(A) ® AX=0
z

2x—4y+2z=0

3x=5y+4+2z=0
®{
—-x+y=0



s {2y

Donc:
1
Ker(A) = Vect (1)]
1
X
X=<y> EKerA—-1) e A-DNDX=0
z
2x—=5y+2z=0
S {2x—5y+22=0
—-x+y=0
X =—-z
@{y:o
Donc:
1
Ker(A—1) =Vect (0 )]
-1
X
X=<y> EKer(A+21) & (A+2HX=0
z
5x—5y+2z=0
o {2x—2y+22=0
—-x+y=0
xX=y
(:}{z:O
Donc:

Ker(A+21) =Vect

1

1

0
5) P est une matrice dont les colonnes forment une base de vecteurs propres de A. Ainsi, si on note
Py, P,, P5 les 3 colonnesde P,ona:

AP1=OP1, AP2=1P2,AP3=_2P3
Et:
AP=PD
Soit, P étant inversible, car les sous espaces propres sont en somme directe :
PYAP=D
6a) Soit (M,M',a) € C, X C, X R alors:
AM=kMA, AM' =kM'A



Donc:

AM+aAM'=kMA+akM'A

Donc:
AM+aM)=kM+aM)A
D’ou:
M+aM € G,
Donc Cy, est un sous espace vectoriel de M3 (R)

6b)
AM=kMA & PAP*PMP'=PkM P 1PAP?
&©DN=kND

7a)

0=kb (k=0 (b=10 b=0 (b=0
0=-2kc 0=0 c=0 c=0 c=0
d=0 d=20 d=0 d=0 d=0

< e=ke ©<e=0ousk=1o0ous e=0 ou<e=0
f=-2kf |f=0 |f=0 |f=0 |f=0
—-29=0 g = g=0 g=0 g =
\—2h=kh ‘h=0 ‘=0 ‘\k=-2 \h=0

Ainsi, en notant Ej; la matrice dont tous les termes sont nuls sauf celui a I'intersection de la ieme
ligne et de la jéme colonne qui vaut 1 :

a b c
C'o = Vect[Eyq, Epp, Esz, Eqp, Eq3] = {(0 0 0) | (a,b,c,i) € R*,dim(Cy) =4
0 0 i
a 0 O
C'y =Vect|Eyq,Eyp, Es3] = (O e O> | (a,e,i) € R3},dim(C'y) =3
0 0 i
a 0 O
C,—Z = VeCt[E11, E33; E32] = <0 0 O> | (a, h, l) € RB ,dim(C,_z) = 3
0 h i
a 0 O
C,—l = VeCt[E11, E33] = {(0 0 0) | (a, l) € Rz},dim(C'_l) =2
0 0 i

7b) Notons que la famille (Eij) est libre car c’est la base canonique de M3 (R). Montrons

(1=i=<3,15j<3)

alors que la famille (P E;; P‘l)(1<i<3 15j<3) est libre.



Xi]'PEijP_1=0=>P xijEij P~1=0
(1=i<3,1<j<3) (1=<i<3,15j<3)

= Z xij El] =0
(1=i=<3,15j<3)

=> V() eL3]?: x; =0
Donc la famille est libre et donc toute sous partie de cette famille est libre. Or :

MeC, & P"TMP €',
C>E|(a,b,c,l') €R4| P_lMP:aE11+bE12+CE13+iE33

©3(ab,ci) ERY| M=aPE P '+bPE,P ' +cPE P 1 +iPE;; P!

On en déduit :

C,() = VeCt[P Ellp_l,PElzp_l,E33,P E13P_1,PE33 P_l]

De méme :
C'y =Vect[P E;1P7Y, P E;,P7 Y Eq3, P E;3P7 1]
C'_, =Vect[P E;;P™ Y, E33, P E3, P71
C'_y = Vect[P E;1P™Y, Es3, P E;3P 1]
Exercice 2 :
1a)
Y
2
Apyq — Ay = f (sin™*1(t) — sin™(t) ) dt
0
Posons :

f(t) = sin™1(t) — sin™(¢t) = sin™(t) (sin(t) — 1)

. o , . . . T
f est une fonction continue, négative ou nulle et non identiquement nulle sur [0'5] donc:

T
7 . +1 .
(sin™*(t) —sin™(t) )dt < 0
0
La suite (a,) est donc strictement décroissante.
1b) Pour les raisons analogues au 1a)ona:a, > 0.

La suite (a,,) est donc minorée par 0, on en déduit qu’elle est convergente vers une limite L > 0.



Calcul de la limite :

Soit b € ]0,%[ ona:
Vs

b 2
sin™(b) dt + f 1dt
b

b T
2
a, =f sin™(t) dt +f sin™(t) dt Sf
0 b 0
Donc:
T
a, < b sin™(b) + (E - b)
Or a b fixé :
lim b sin™(b) =0
n—-oo

Et par passage a la limite :

En faisant alors tendre b vers % on obtient :
D’ou :

2a)

S
3
Il

L
s (@) ]2 1
n+1 O_n+1

a, — b, = f sin™(t) (1 — cos(t)) dt =0
0
2b)

L <
nt1- M

- . 11 . - .
Or, la série de terme général it tend vers +o0o donc par comparaison la série de terme général

a, tend vers +oo
3a) Notons R le rayon de convergence de ), a,
La série de terme général a,, 1" diverge doncR < 1

Soit alors r € [0,1] alors :

s s

2 n 2 T
0<a,r*= f (rsin()) dt < f rtdt = 2 rn
0 0

;. ;s s ;. ;7
La série de terme général 2 r™ converge donc la série de terme général a,, r™ convergeetR > 1
dou:R=1



3b) La suite (a,,) tend vers 0 en décroissant. La série de terme général a,, (—1)™ est donc une série
alternée. Elle est donc convergente. Donc :

D=[-11]

4a) Soit x € ]—1,1[ Considérons la suite de fonctions sur [Og] définie par :

N
fu() = Z(x sin(®)"
n=0

Cette suite converge simplement sur [0%] vers la fonction :

£ = Z(x sin(®)"
n=0

Montrons que cette convergence est uniforme.

Ona:
|(x sin(t))n| < |x|*
Donc:
FO-m©I=] ) (xsin®)"[< ) lsin@I's Y "
n=N+1 n=N+1 n=N+1

Or |x| < 1 donc la série de terme général |x|™ converge donc son reste de rang N tend vers 0.
Donc:

+ 00

Lim [x|* =0
N->+oo
n=N+1

La suite de fonctions (fN(t)) est donc uniformément convergente sur [0,%] est ainsi :

(2 7
i [*fu@de= [T a

Donc:

T N T +00
Lim fz z(x sin(t))n dt = fz Z(x sin(t))n dt
Nz 0 n=0 0 n=0

Or:

T N N s t+oo T
NL_l;z_nOo foz nz:;)(x Sin(t))n dt = Nlilnm;—f()z(x sin(t))n dt = ;foz(x sin(t))n dt = U(x)

D’ou :



T 400 T
U —fiz:( '(t))ndt—ff ! dt
) = 0o & xom ~ Jy 1—xsin(t)
Faisons le changement de variable :
=t (t)d _1 1+¢ z(t) dt—1(1+ 2)dt
u =tan 5) u—2 an > =3 u

Avec le changement de bornes :

t=0-u=0
t=o 1
= — =
2 u
U = [ — 2 4
(x)—fOl_m s du
1+ u?

1 1 1 1
=2 5———du=2 d
fouz—qu+1 “ fo(u—x)2+1—x2 ¢

Faisons le changement de variable :
u—x=ydu=dy
Avec le changement de bornes :
u=0-y=—x

u=1-y=1-x

1-x 1

U(x)=2f_x y2+( 1_x2)2 dy

2 1—x X
= Arctan( >+Arctan< )
1—x2( V1 —x2 V1 —x2

Or:
Sur ]0, +oo[ :
1 T
Arctan(t) + Arctan (;) =3
Sur ]—o0, 0] :
1 T
Arctan(t) + Arctan (;) =-3
Donc:
U(x) ’ Arct <1_x2> Z _ dret (“1_x2
xX) = —— Arctan — ——Arctan
V1 —x2 - 2




U6 = —— [ arctan (2222 + aretan (22X
(x RN retan | — rctan .

Et a droiteen (—1) :

U(x)~

-2 \/1—x2+\/1—x2 )
Vi—xz\ 2 1

Donc:

lim)+ Ux)=1

x—-(-1
4b) Etablissons la continuité a droite de U en (—1) :

Pour x € [—1,0] la série de terme général a,, x™ est alternée. Son reste de rang n peut alors étre
majoré en valeur absolue de la sorte :

+ oo

k=n+1

n+1

< lany1x = Qpyr | 2™ < apgg

Ou:

lim a,1=0
n—+oo

La série de fonction de terme général a,, x™ qui est une fonction continue sur [—1,0] converge donc
uniformément sur [—1,0] et sa limite uniforme U(x) est donc continue sur [—1,0]. Ainsi :

U(-1) = xlgy}ﬁ Ux)=1

1
Exercice 3
1) fix>x+In(l—x)Df =]—oo,1]
f est dérivable sur ]—oo, 1] et :
Fl)=1-m =
1—x 1—x

f' est donc négative ou nulle sur [0,1[ et ne s’annule qu’en un point isolé 0, donc f est strictement
décroissante sur [0,1[. De plus :

lim f(x) = oo, £(0)=0

Donc f est strictement négative sur ]0,1[ eten 0 :

1
f@) =x+ (%) =5 (=0 + o((=0)*)




2)
1
un=f(£)<0
3)
1 1 1
””:_WJ”’(F)N:_W

Or la série de terme général — -z converge donc la série de terme général u,, converge.

4) g:x > x—Ln(1+x)Df =]-1,+00[
g est dérivable sur |—1, +oo[ et :

1 X
1+x 1-x

gx)=1-

g’ est donc positive ou nulle sur ]0,1] et ne s’annule qu’en un point isolé 0, donc g est strictement
croissante sur ]0,1]. De plus :

g(0)=0

Donc g est strictement positive sur ]0,1] etenO:

gx)=x-— <x - %xz + o(x2)>

=%x2+0(x2)
Or:

v, = (l)<0

n=9\,
5)Ona:

1 1
vn——+o(—)~=

1
2 n? n? 2 n?

Or la série de terme général Sz converge donc la série de terme général v,, converge.
6)
Ul —Uu = _Ln(Z)

Pourn=>=2:

1 1 1
vn—un=—Ln(1+£>—Ln<1—E>=—Ln(1—ﬁ)



_ n? _, nn
B "<n2—1>‘ "((n+1) (n—l))

- in() - ()

On en déduit la somme télescopique pour N = 2 :

N N
z(vn - un) =v;—u + Z(Un - un)
n=1 n=2

= —Ln(2) + EN: <Ln (n Z 1) ~Ln (n ; 1)) = ~In(@) +In (NIJ\: 1) —in (%)
n=1

in(757)
"W+1

YN_ . u, est décroissante, XN_; v, est croissante et :

7)Ona:

N N N
lim v —Zu = lim Ln( )=0
N-oo n n N-oo N+1
n=1 n=1
Donc les deux suites sont adjacentes. Elles admettent donc une méme limite y

8)pour n=>2o0na:

n—-1

-1 1 1 1
An—An_l=ZE—Ln(n)—ZE+Ln(n—1)=E+Ln(1—;)=un<0
k=1 k

=1
Donc la suite(4,,) est strictement décroissante

9)pour N=>2o0na:

N N
Z(An - An—l) = Z Un
n=2 n=2
Donc:
N
AN _'A1 - zz:un
n=2
N
'AN _-Al +-u1 = zz:un
n=1
Finalement :

N
zun=AN, lim Ay=vy

N—-oo




Exercice 4 :

1) Sur I et ] 'ensemble des solutions est un sous espace vectoriel de dimension 2 de I'espace
vectoriel formé par I'ensemble des fonctions de R dans R

2) g est dérivablesur RetVvVt € R:
g'@®) =efy'(eh)
g '@ =e'y'(e)+e*y"(e)=g') +e* y"(e")

Or:
2Ly"(e)+aety(e) +by(et) =0
Donc:
g"®O—-g O+ ag®+bg)=0
D’ol:
9"+ (@-1Dg'®O+bglt)=0
3)Vx€el:
f) = g(Ln(x))
1
£ =~ g'(In(@)
f'x) = ——2 g'(Ln(x)) t2 g"(Ln(x)) =-= f (x) t2 g"(Ln(X))
Or:
g”(Ln(x)) +(a—-1) g’(Ln(x)) +b g(Ln(x)) =0
Donc:
1
2 g”(Ln(x)) + (a— 1) > g (Ln(x)) + b — g(Ln(x)) =0
Soit :
f"(X)+ ff)+@-1) —f(X)+b f(X)—O
Dol :

X2 f"x)+axf'(x)+b f(x) =0
1% cas:a=3,b=1

zZ'"+2z2'+z=0 (E))
L’équation caractéristique associée est :
r’+2r+1=0

de solution unique r = —1 donc une base de solution est formée par la famille (te~t,e™?).
L’ensemble des solutions de (E,) est alors formé par les fonctions de la forme :



git)=(ct+d)et, te R (cd) €R?

M cas:a=1,b=4

z"+4z=0 (E.)
L’équation caractéristique associée est :
r2+4=0

de solution unique r = —2 i et r = 2 i donc une base de solution a valeurs dans C est formée par la
—2it
’

famille (e e21%) qui peut &tre remplacée par la famille (cos(2t),sin(2t)) L'ensemble des
solutions de (E.) est alors formé par les fonctions de la forme :
g®) =ccos(2t) +dsin(2t), t € R,(c,d) € R?
5) g est dérivablesurRetVt € R:
g'(t) = —e"y'(—e")
g'®) =—ety'(e®) +e? y"(—e") = g'(t) +e** y"(e")

or:
e? y"(-e) +a(-e) y'(—e) +by(—e") =0

Donc:

g"®O-g®O+ag®+ bgt)=0
D’ou :

9"+ (a-1Dg'®O)+ bg(t)=0
6)a=1,b=—4
6a)

x2y"+ xy'—4y=0 (E)
z'"—4z=0 (E)
Solutions de (E,) :
gt)=ce?t+de2t, t € R, (c,d) € R?

Solutions de (E) sur [ :
f(x) =ce?lx) 4 g g=2In(¥) = ¢ x? +% (c,d) € R?
Solutions de (E) surJ :
f(x) =ce?n(=x) 4 g g=2Ln(=%) = ¢ x2 + % (c,d) € R?

6b) Soit f une solution de classe C2 sur R. Alors :



d
(cr,dy,cdr) ERY: VX €ET: f(x) =¢4 x2+x—1, Vx€J:f(x)=c,x?

f admettant une limite a droite et une limite a gaucheen 0,ona:
di=d,=0
f'" admettant une limite a droite et une limite a gauche égalesen 0,on a:
1 =0y
Dol :
Vx€eER: f(x) =c x?
Réciproguement, on vérifie qu’une telle fonction est bien solution sur R :

X2 ") +xf'(xX)—4 fxX)=2cx2+x2c;x)—4c;x>=0

Exercice 5

1) Montrons que la forme est bilinéaire, symétrique définie positive :
- Bilinéaire :

Soit (f, g, h, @) € (E) alors :

1
(flg +ah) = f £(O (g +a kYD) dt
-1

1 1
[ rogwac+a [ ronr@ =g +ain
-1 -1

(9 +ahlf)=(lg+ah)=(flg)+a(flR) =If) +a(hlf)
- Symétrique
(flg) = @9lf)

- Définie:
flH=0e Jl(f(f:))2 dt=0= Vvte [-1,1]: (f(t))2 =0e Vvte [-1,1]
-1

car f2 étant positive ou nulle et continue sur [—1,1]

- Positive :

1 2
(fIf) = j ()" de =0

2a) Notons que :

1

(olf) = | ede=0
-1

da
+ =
x2

L F@®) =0



fo et f1 sont donc orthogonales pour ce produit scalaire. Il suffit donc de les normer pour obtenir une
base orthonormale.

Or:

1

Golfe) = Ll dt =2

1 2
il = | 2de=3

-1

Ainsi :

Ifoll =V (folfo) = V2
2
||f1||=\/(f1|f1 =\/;

On définit alors :

1 f , 1
= — t > —
A TTATEL NG

! fi:t 3t
=——1f:t> |=
S TATRA 2

2b)
Pe(f) = (f190) 9o + (flg91) 91
3)
1 1
(glg0) = ﬁ f sin(m t) dt = 0 (fonction impaire a intégrer)
-1
3 1 )
(glg) = > f_lt sin(rm t) dt
1 1
:\/g ([—% cos(m t)] +% j cos(m t) dt)
-1 -1
3 /2 NG
= (o) ="
On en déduit :
V6 [3 3
Pe(g) = o 12t t
4)

m=infgperz(lg—(afo+bfi %)



m est donc le carré de la distance de g a F. Elle est atteint en un point unique qui est le projeté
orhogonal de g sur F et- elle vaut :

1 2

lg — Pe(g)II? = f (Sin(ﬂt)—%t) dt

-1

1 2 6 1 9 1
= f (sin(r )" dt ——f tsin(mt) dt + — f t2 dt
-1 TJ_q e Jq

J‘ll—cos(Znt)dt 62 92
B 1 2 nm w23

=1-—



