Corrigé sujet 2017

Exercice 1

1) soit (x,y,z) € R3 alors :

1 1 1 0
xei+ye;+zes=0ex|0]|+y|1|+z({1]|=|0
1 0 1 0

x+y+z=0
©{ y+z=0
x+z=0

y=-z
X =—Z

—z—z+z=0
=
ox=y=z=0
La famille (e, e, e3) est libre dans un espace de dimension 3, c’est donc une base.

La matrice de passage de la base canonique a cette base est :

1 1 1
P=10 1 1
1 0 1

Calculons son inverse en inversant le systéme associé :

x+y+z=x" Ly
ytz=y L,
x+z=2 Ly

X =x,_y, LI_LZ
= y+z=y" L,
Z:_x,‘l‘y,‘l‘Z, L3+L2_L1
x=x"—y
= y=x'—2

z=—x"+y +72

Ainsi :

On vérifie P71 P =1,



Remarque : La premiere étape peut étre omise, car si montrer que P est inversible suffit a
affirmer que ses colonnes sont libres et donc que la famille (e, e3, e3) est libre.

Calculons A’ en utilisant la relation : A’ = P~ A P.

0 2 1\ /1 1 1 1 2 3

AP = (—1 2 1) (0 1 1> = (0 1 2>
0 1 1/ \1 0 1 1 1 2

1 -1 0 1 2 3 1 11

A = ( 1 0 —1) (0 1 2) = (0 1 1>
-1 1 1 1 1 2 0 0 1

0 1 1
N=A4A-L=[0 0 1

0 0 O

2)

Nous reconnaissons une matrice nilpotente (car triangulaire supérieure avec des O sur la

diagonale).
En effet :
X 0 0 1
N“={0 0 0
0 0 O
0 0 O
N°=[0 0 0
0 0 O
Plus précisément N' est nilpotente d’ordre 2.
Or:
A=PA p1
Donc :
N=A-I;=PA' -L)P1=pPN P!
Et:

N3}=PN?P1=p0P1=0
Comme N2 =P N'?>p~1 % 0, N est également nilpotente d’ordre 2.

3) Comme N et I3 commutent, on peut utiliser la formule du bindbme de Newton :



n

AT = (N + ;)" = z (Z) N

k=0

Or, par une récurrence triviale, on a pour tout k > 3 : N¥ = 0 donc pourn > 2:

2
nn-—1
A"=Z(Z) Nk=13+nN+¥N2

2
k=0
Ou:
-1 2 1
N=|-1 1 1
0 1 0
-1 1 1
N>’=(0 0 0
0 1 0
Donc:

/1_n_n(n2—1) 2t n(nz—l) n+n(n2—1)\

A":k -n 1+n n )
nn—1) nn-1) nn-—1)
— — - Mt

Et on vérifie que ces expressions restent valables pourn = 0 et n = 1 sachant A° = I; et
A=A

Exercice 2 :
1) Considérons la fonction suivante
f(a) = b, f(x) = a sur]a,b]
L’ensemble F est alors vide
2) Considérons la fonction suivante
f(x) = xsur[cd], f(x) =c sur|a,c|, f(x) =d surld,b]
’ensemble F est alors [c, d]
Si[c,d] # [a, b] il n’y a pas unicité, il suffit de considérer la fonction
f affine sur[a,c] et[d,blet f(a) =d,f(c)=c f(d)=df(b) =c,
f(x) = xsur]c,d|



Si[c,d] = [a, b]ilya unicité

3) Des exemples simples montrent que F peut étre vide ou bien réduit a un point.

Fvide
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Montrons qu’il n'y a pas d’autres cas par I'absurde en supposant que F n’est pas
vide.

Il existe alors un réel ¢ de [a, b] tel que f(c) = c. Considérons alors sur [a, b] la
fonction définie par :

g(x) = f(x) —x

Cette fonction est une somme de deux fonctions strictement décroissante, elle est
donc strictement décroissante et elle s’annule en c.

Supposons par I'absurde que ¢ = a. Alors f(a) =aetpourx >a: f(x) < f(a) =
a donc f(x) & [a, b]. Ceci est absurde. Distinguons alors deux cas :

1®cas: a<c<b:

Sur[a,c[: g(x) > g(c) =0donc f(x) >xdoux ¢&F
Sur]c,b]: g(x) < g(c) =0donc f(x) <xdolux &F

Donc F = {c}

2°Me casc =b:

Sur[a,b[: g(x) > g(b) =0donc f(x) >xdoux &F

Donc F = {b}



4)

5)

Nous avons :
gla)=f(a)—a=0

gb)=f()-b<0

Donc:

0€[g(b),g(a)l

Or g est continue sur [a, b]. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe
un réel c € [a, b] tel que g(c) = 0 soit f(c) = c. Donc F n’est pas vide.

Considérons I'ensemble :
E={x€]ab]:g(x)>0}
Si E estvide alors g(a) < 0donca < f(a) < adouf(a) =aetF n’est pas vide

Si E n’est pas vide, alors, E étant majoré, il admet une borne supérieure. Notons la ¢
et montrons ¢ > a en supposant par I'absurde ¢ = a. On aurait alors g(x) < 0 sur
la, b] donc f(a) < f(x) < xsur]a,b] d’ol:

Vx€lab]l: a<f(a)<x
En faisant tendre x vers a on en déduit par passage a la limite :

fl@)=a
et F est vide ce qui est contradictoire.
Distinguons alors deux cas :

1¥"cas: a<c<b:

Introduisons une suite (a,) de points de E dont c est la limite.

On peut ensuite construire une suite (b,,) de points majorant ¢, ayant pour limite ¢
et n"appartenant pas a E de la fagon suivante :

Pour tout entier naturel non nul n, ¢+ 1/n est un majorant de E strictement
supérieur a ¢, donc il existe un réel b,, n’appartenant pasa E tel que:

1
c<b,<c+-—
n

Le théoréme des gendarmes montre que la suite (b,,) a pour limite c.
Nous avons alors :

g(ay) >0, gy =<0
Donc:

an < f(an) < f(c) < f(by) < by



En particulier :
a, < f(c) <b,
Par passage a la limite, on en déduit :
c<f(c)<c

Donc:

fle)=c

Ainsi F n’est pas vide

2¢Mecas: c=bh:

Introduisons une suite (a,) de points de E dont b est la limite. On a alors :
an < f(an) < f(b)<h

En particulier :

a, < f(b)<h

Par passage a la limite, on en déduit :
b<f(b)<bh
Donc:

f)=»b

Ainsi F n’est pas vide

Exercice 3 :

1)Ona:

Pourx €]0,1[: 0<x?<x<1
Pourx € ]1,+oo[ : 1<x <x?

Donc sur l'intervalle d’intégration la fonction a intégrer est définie et méme de classe C* et
en particulier intégrable au sens de Riemann.

2)Sur]0,1[ona:

X x 1
f(x)zfo,smdt_LI5Ln(t) dt

Et sur |1, +oo[

2

X X

L 1
(o) t‘fz (o)

ﬂ@=£ dt



On peut donc dériver f sur ces deux intervalles par composition. Ainsi :

1 1 x-1
In(x?) Ln(x) Ln(x) >

fl(x)=2x 0

f est donc strictement croissante sur ]0,1[ et strictement croissante sur |1, +oo[

3) En utilisant la premiére formule de la moyenne, la fonction a intégrer étant continue sur
son intervalle d’intégration, il existe un réel c(x) € [x2,x] si x € ]0,1[ et c(x) € [x, x?] si
X € ]1, 40| tel que :

2

c1
fx n©® T Inteto)

(x* = x)

Donc sur ]0,1] :

Ln(x?) < Ln(c(x)) < Ln(x)

Soit :
L L L
) n(x)S n(C(X))S n(x)
X X X
Or:
. Ln(x)
lim = —
x-0t X
Donc, par comparaison :
. Ln(c(x))
lim ———= = —
x—0%t X
Et:
I X __o
xo0* Ln(c(x))
Donc:
lim f(x) = lim ——— (x—1) = 0
im f(x) = lm ———(x—1) =
x-0% x-0% Ln(c(x))
Sur |1, 4oo] :

Ln(x) < Ln(c(x)) < Ln(x?)

Soit :




Ln(x) Ln(c(x)) Ln (%)
X X X

Or:

Ln(x)

X—+00 X

=0

Donc, par comparaison :

Ln(c(x))
m —"

X—+00 X

=0t

Et :

X

lim ———— =
ot In(e@)) %

Donc:

Jm f(x) = lim Sy ( oy D=t

4) g est bien définie sur D par les mémes arguments qu’au 1) et on note qu’en posant : u =
Ln(t)ona:
1 u
tIn(t) u

Dont une primitive est Ln(|u|). Ainsi :

= [Ln|L * = In|Ln(x?)| - Ln|L =L 12 n()] = Ln(2
g(x) = [Ln|Ln(®)|]¥" = Ln|Ln(x*)| — Ln|Ln(x)| = n<m>— n(2)

5)OnasurdD:

2

fG) =90 = Jxx (Lnl(t) B tLrll(t)> dt = f" zn;(tl) % dt

X

Posons :

h(t) = —(

Cette fonction ayant pour limite 1 quand t tend vers 1 elle est prolongeable par continuité

-11
t

en 1 sur ]0, +oo[ et son prolongement h est intégrable au sens de Riemann sur tout sous
intervalle fermé borné de 0, +oo[. Ainsi, sur D :




f(x) —g(x) =f h(t) dt =f h(t) dt—] h(t) dt
1 1

X

On en déduit, par composition :
lim f(x) —g(x) = lim f(x) —g(x) =0
x—-1 x—1

Donc:

lim f(x) = lim f(x) = Ln(2)

f est donc prolongeable en une fonction continue sur [0, +oo[ et son prolongement a pour
valeur 0 en 0 et Ln(2) en 1.

6) Posons :

x—1

k(x) = Ln(x)

k est prolongeable par continuité sur [0, +oo[ et sur D on a:
[ = k(x)
Ainsi :
chi_r)rif’(x) = }CILI} k(x)=1
Or f (identifiée a son prolongement continu) est continue en 1. En utilisant le théoréme des

accroissements finis, on en déduit que f est dérivable en 1 et que f'(1) = 1. Ainsi f' et k
coincident sur |0, +oo.

Orsur |—1,1], la fonction Ln(1 + t) est développable en série entiére et classe C® et :

+00 B w
In(1+1t) = ;(_1)k —
Donc sur ]0,2[ :
+ 0o _ Kk
In(x) = 121(—1)“%
In(x) < CEE Ve

Et, par composition, cette derniére fonction est de classe C*® sur ]0,2[ et comme elle ne
s’annule pas sur cet intervalle, son inverse k est de classe C* sur ]0,2[.




Ainsi, f' et donc f sont de classe C* sur ]0,2[. Or f' et donc f sont de classe C® sur
11, +oo[. f est donc de classe C® sur |0, +oo[

Exercice 4 :

1)

La fonction tan(t) est définie et continue sur [0,7/2[ donc sur [0, a] et donc elle
est intégrable au sens de Riemann sur [0, a]. De plus :

a

Apy1 — Ay = f(tann“(t) — tann(t)) dt = f tan™(t) (tan(t) — 1) dt
0 0

En outre

a

Apip + ay = f (tan™2(t) + tan™(t)) dt = f tan™(t) (tan?(t) + 1) dt
0 0

tan™*1(6)]"

n+1

0
soit

tan™*1(a)

Apiz +ap = n+1

Distinguons alors deux cas :

1¢cas: a € [0,/4]:

Danscecas ona:tan(t) —1 < 0,tan™(t) = 0 sur[0,a] etdonca,,; —a, <0

De plus : a, = 0. La suite (a,) est donc décroissante et minorée par 0. Elle est donc
convergente vers une limite finie L. La suite extraite (a,,,) converge également vers
L.Or:

t n+1 1
an™ ' (a) -

n+1 "~ n+1

Donc:

tan™*1(a)

im 0
n-+0 n+1

Par passage a la limite dans la relation de récurrence, on déduit :

L+L=0



2)

3)
4)

Soit :

2%Me cas: aq € /4, /2] :

Rappelons que 'on asurasur [0,7/2[ : tan(t) >t

/4 a /4

a

an, =f tan™(t) dt + ftan”(t) dtzf tan™(t) dt + ft" dt
0

0 /4 /4
Or:
/4
lim tan™(t) dt =0
n—-+4oo
0
a
gn+1 a atl — (7.[/4_)n+1 a1
jﬂt"ch:= = ~
n+1 n+1 n+1
7.[/4_ TL'/4
Et:
a1l
lim = 400
n-o+oon + 1
Donc:

a

lim thdt = 4
n-—-+oo
/4

Par comparaison, on en déduit :

lim a, = +o0
n-+oo

Ona:

1
n+1

Aniz +aAp =
Déjavuen 1)
On a par décroissance de la suite :
20p42 < Apyz tap < 2a,

Soit :



5)

D'oupourn =1

Par le théoréme des gendarmes on en déduit :

lim 2na, =1
n—-+oo

D’ou :

a~_
" 2n
Sir > 0 alors:
rn
Ap T~ —
n 2n
Orona:
Tn
0<—<r®
2n

. , . .. rh
Donc par comparaison, pour r < 1 la série de terme général o converge.

Pourr =1ona:

1

n o

Et la série de terme général . diverge donc la série de terme général a,, diverge. On

en déduit que le rayon de convergence de la série entiére de terme général a, x™

est 1. Or pour x = —1 la série est alternée avec la valeur absolue de son terme
général qui tend vers 0 en décroissant donc la série converge. Ainsi :

D=[-11]
On en déduit pour x € D :

/4

u,(x) = J. (x tan(t))n dt
0



+oo /4

U(x) = Z f (x tan(t))n dt

n=0 g

Posons pour x € |—1,1
fa(®) = (x tan(®))"
Alors :

/(O] < [x]"

La série de fonctions de terme général f,,(t) est donc normalement convergente en
la variable t sur ]|—1,1[. On en déduit :

+o0 [T/% /4 4o
Y[ rwa)=| (an(o) at
0 0

D’ou :

Ux) = f <§(x tan(t))”) dt
0 \n=0

/4
B
a 1 — x tan(t)

0

Faisons un changement de variable en posant :
u = tan(t)
du = (1+ tan?(t)) dt
Soit :

du

dt =
1+ u?

Ainsi :
1 1
1 du du

U(x)=0fl_xu 1_|_uz:0 (1—2xu) (1+u?)

Procédons a une décomposition en éléments simples :



1 _a +bu+c
(1-xuw)(1+u?) 1-xu 1+u?

On trouve :

En multipliant par 1 — x u et en faisantu = 1/x :

XZ

a=—-—
1+ x2

En multipliant par u et faisant tendre u vers l'infini :

a
b——=0
X
En faisantu = 0:
l=a+c
D’ou:
1 x2 1 X u 1 1

= X + X + X
A-xwy(@A+u?) 14x* 1—xu 14+x? 14u? 1+4+x%2 14+u?
Donc:

1

1 ooxon , 1 o
- Ln(1 — xu)]o + 152 [E In(1+u )]0 + T2 [tan " (W)]p

2

U(x) =
() 1+ x?

—x Ln(1 - x) +% xLn(2) + 7

U(x) =
(x) 1+ x2

Reste a évaluer U(—1). Nous allons procéder par continuité en notant que sur [—1,0]
la série de terme général a, x" est alternée avec la valeur absolue de son terme
général qui tend vers 0 en décroissant. Un résultat sur les séries alternées nous
donne alors une majoration du reste derang n :

+ oo

n n+1
An X = Ian+1 x | = An+1

k=n+1

La convergence de la série entiére est donc uniforme sur [—1,0]. On en déduit que la
série est continue sur [—1,0]. Ainsi la formule précédente de U(x) est valable pour
x=-1




