Corrigé sujet 2016

Exercice 1 :
1)
Soit P € E posons : P(X) = a, X* + R(X) ou: R(X) € R3[X] alors :

PP)=X?2-1D) (4a, X3 +R' X)) - (4 X+ 1 (a, X* +R(X))
=X?R'X)—4a, X*—R'(X) —a, X*—4XR(X) —R(X)

@ (P) est donc une somme de polyndmes de R, [X] donc d(P) € E
Soit (Py, P, @) € E? x R alors :
O(P +aPy) = (X2 — 1) (PL(X) + a P,(X)) — (4 X + 1)(P(X) + a P,(X))
=X2-DPX) - @AX+DPX) +a (X2 - 1) P3(X) — (4 X + DP (X))
d(Py) + a O(Py)
Donc ®est un endomorphisme de E
2) Ona:
(1) =-(A4X+1)=-1-4X
PX) =X -1D)-(A4X+1DX=-1-X-3X?
X)) =X2-1)Q2X) - (@4X+1)X2=-2X— X?-2X3
PXH=X?-1)BXH-4X+1)X3=-3x%2—- x3- x*
dXH =X -1DAX) - @X+1) X =-4x3— x*
On en déduit :
-1 -1 0 0 0
Mo () = |/ o T3 o173 \|
o0 T o
3) Ona:
PX-DH=F*-DUE-DH-UXx+HX-1*
=4X+1D)X-D*-@Xx+1) X -1)*

= X-D*@X+1D-@Xx+1))=3x-1*



Donc (X — 1)* est un vecteur propre de @ associé a la valeur propre 3
Soit P vecteur propre de @ associé a la valeur propre A alors :
dP)=AP
X?2-1DPX)—(AX+1DPX)=1PX)
D'ou:

(=X =D P'(-X)— (4 (=X) + D P(=X) = 1P(-X)

Posons : Q(X) = P(—X) alors :

Q'(X) =-P'(—X)
Et:
X2 -D(-Q'X) — (=4 X+ Q) = 2Q(X)
Soit :
X*-DQ'X) -4 X—-1DQX) =-1QX)

Finalement :

X*-DQ'X) -4 X+1QX) =(-1-2)QX)
Donc:

®(Q) = (-1-2)Q
Q est donc vecteur propre de @ associé a la valeur propre (—1 — 2)
Ainsi (=X — 1)* = (X + 1)* est vecteur propre de ® associé a la valeur propre —5
OnapourP € E:
PP)=APe X2—1DPX)—(AX+1DPX)=21PX)
© X2-DPX)-@X+1+)PX)=0
eVxe]l,+o[: X2—=1DP'(x)—@x+1+2)Px)=0

, 4x+1+4
©SVxe]l +oof: P(X)—xz—_l

P(x)=0
Or, une décomposition en éléments simples donne :

4x+1+21  4x+1+42  a 4 b
x2-1  (x-1Dx+1) x—-1 x+1




Avec :

542 _—1+3
T4 T2
Ainsi :
5+1 —4+3
®(P)=APoIAcER:Vx €]l +0o[: P(x) =ce z M D7 Lnl+l)

5+ —1+3
©3dceR:Vxe]l,4o[: Px)=c(x—1)2 (x+1) 2

Sachant que P est un polynome de degré inférieur ou égal a 4, il faut rajouter les conditions :

5421
——=peN
A=-5+2p€eN
A;g @{ 4—peN
—p <
542 —2+3 pri-p=4
2 2 -
{/1=—5+2p
p € [0; 4]

Nous en déduisons que @ possede 5 valeurs propres distinctes : —5,—3, —1,1,3 et chaque sous
espace propre associé est de dimension 1:

E_s = Vect[(X + 1)*]

E_3 = Vect[(X — 1) (X + 1)]
E_; = Vect[(X — 1)? (X + 1)?]
E, = Vect[(X —1)3 (X + 1)]
E; = Vect[(X — 1)*]

@ est en particulier diagonalisable



Exercice 2

1.4

1.21

cos®(t)

16 18

1) Ona:

T

2 T
ap = f cos®(t) dt = =
0 2

T
T

a, = fi cost(t) dt = [sin(t)]g =1
0

2) Montrons que la suite est décroissante et minorée. On a pour toutn € N
T
Vte [O'E] :cos™(t) =0

Donc:

s

2
a, = J cos™(t)dt =0
0

La suite (a,) est donc minorée par 0.
De plus :
T
VtEe [0, E] : cos™ () — cos™(t) = cos™(t) (cos(t) —1) <0

Donc:



Vs
2

Apiq — Ay = f (cos™(t) — cos™(t)) dt < 0
0

La suite (a,,) est donc décroissante. On en déduit qu’elle est convergente.

Pour déterminer sa limite, procédons a une majoration de 'intégrale comme illustré sur la figure :

1.4
121
1 .
1
0.81 :
0.6 .
cos™(t)
0.4- !
|
0.2 ; !
0 :\ ]
02 |0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 ;
024 h
0.4+
Soith € ]O,E[ alors :
2
h 7
a, =f cos™(t) dt+f cos™(t) dt
0 h
Donc:
h 7
OSanSf 1dt+f cos™(h) dt
0 h
Soit :

0<a,<h+ (%— h) cos™(h)

Soit alors € > 0 posons :

h = min (%,;)



alors , puisque 0 < cos™(h) < 1

lim (g — h) cos™(h) =0

n—-+oo

Donc:
s £
Ang €EN:n>ng :(E_h) cos”(h)<§
£ €
=>0$an<§+§=s
D’ou:
lim a, =0

n-+oo

3) Comme précédemment, soit N € N, h € ]Og[ alors :

N N T T N T
Z 2z 21— cosMN*i(t

Z a, = Z fzcos”(t) dt = fzz cos™(t) dt = le——(t)() dt

n=0 n=o0"h h =0 h cos

Finalement :

i >f% 1 it f% cosVt1(t) dt .
On = n 1—cos(t) n 1—cos(t) 1)

Or:

T
N+l
2 COS t

< N+1
: T cos(t) ~e0s(®) dt < cos™t1(h) f

1-— cos(t)

Et puisque 0 < cosV*1(h) < 1:

llm COSN+1(h)f TOS(LL) t=0

Donc par théoréme des gendarmes :

_ 7 cosNtL(t)
lim ——dt=0
N—-+oo J, 1 —cos(t)

Or la suite Z?’FO a, strictement croissante est soit convergente soit divergente vers +oo0. Supposons
gu’elle converge vers une limite finie L. En passant a la limite dans I'inégalité (1) on aurait :

T

L>f7 1 dt
—J, 1—cos(t)




OronaenO:

1 2
1—cos(t) t?

On en déduit :
T
li fi ! dt =+
im —_— = 400
h-o* J, 1 — cos(t)
Ceci est absurde. Donc:
N
li =
i, 0, an = ¥
n=0

4)
a) Soit R le rayon de convergence de la série entiére de terme général a,,. Du 3) on déduit :

R<1

Soit alors x € [0,1] alors :

T

Zan x™ = nz:)f:(x cos(t))n dt =

Posons :

T

2
b, = f (x cos(t))n dt
0
Alors :
Vs
2 T
bal < [l de = Tl

0 2

La série Y. b,, est donc par comparaison absolument convergente. Ainsi :

R=1

b) Notons D le domaine de convergence de ). a, x™. Onavu:
1-1,1[c D

Et en 1 la série diverge. Reste a étudier en —1.Y a,, (—1)™ est une série alternée dont la valeur
absolue du terme général tend vers 0 en décroissant. Le théoreme d’Abel montre qu’elle est
convergente. Ainsi :

D =[-11]




5) Onapourx €D:

n n

U,(x) = z a, x* = Z f%(x cos(t))k dt
0

k=0 k=0

= L%Z(x cos(t))k dt

_ f%l — (x cos(t))n+1
0

dt
1 —x cos(t)
3 1 . %(cos(t))n+1
= f —— dt — x"* —dt
o 1—xcos(t) o 1—xcos(t)
Or:
vee o E] 10 < <!
21" T 1—xcos(t) T 1—x
Donc:
n n+1 n n+1 T
2 (cos(D)) 2 (cos(D)) 1 [z n+1
nl e S 22 de| < x| dt < f t dt
x o 1—xcos(t) &l o 1—xcos(t) 1-x)J, (COS( ))
Et:
1 L
. 2 n+1
nl_l)llloomj;) (COS(t)) dt =0
Donc:
s n+1
2 (cos(t
lim xn“f ((—)) dt =0
n—+oo o 1—xcos(t)
Ainsi :

T

z 1
UG = lim, U = | P
0

Reste a calculer I'intégrale en faisant le changement de variable :

_, (t)d —1+u2dt
u=tan(z), du=—

Sachant :

1—u

cos(t) =17z



Il vient :

1 2 du

U(x):'[’ (1+u?) (1—x 1;3;)

_J‘l 2 du
S 1-x+ (1 +x)u?

2 fl du
T 1-xJ, 1—-x

2
1+x+u
1
2 1+x ran-1 1+x
T 1-x J1—x an 1—x
0
finalement
2 1+x 1+x
U(x) = tan™?!
(x) 1—x 1—x an 1—x
En particulier :
u(-1)=0

Exercice 3
1) OnaenO:
sin(xt) xt
——~—~x
et —1
Donc l'intégrale converge en 0.
En +o00:
sin(xt 1
() < ~e~t
et -1 et —1

Or I'intégrale de e ¢ est convergente en +oo donc I'intégrale de la fonction étudiée est absolument
convergente.

2) Introduisons la suite de fonctions :

fulx) = f—S;Ttl(iC i) dt
1




fn est dérivable sur R car la fonction de deux variables sous I'intégrale est continue et admet une

dérivée partielle continue par rapport au couple de variables (x,t) surle domaine R X [;, n] . De

plus :
, t cos(x t)
flGo) = f
1
n
Posons pour x € R:
" teos(x t)
tcos(xt
=| ————dt
g0 = [ “555
0
g est bien définie caren 0 :
t cos(x t)
et —1
Eten +oo:
tcos(xt t
GOt
et—1 et —1
De plus:
1 1
n +00 n +o0
, t cos(xt) t cos(x t) t
|fn(X)—g(X)|= Jﬁdt+f t dt fet dt+f et—ldt
0 n 0 n

La quantité majorante tendant vers 0 indépendamment de x la suite f,, tend vers g uniformément
sur R. Comme f,, (x) converge simplement vers f(x) sur IR, on en déduit que f est dérivable sur R
et que:

Ve R: f(x) =g(x)

De plus f; étant continue sur R, sa limite uniforme f’ est continue sur R et donc f est de classe C;

sur R
3) Ona:
i sin(t) i e~ t sin(t)
=] gogas [ Sora
0 0
Or:

Z Z —(k+1)t _ Z nt
1—e"



Donc:

+00 400

f@) = (et sin(t)) dt
[2

Justifions I'interversion du signe somme et du signe intégral en considérant :

+% +oo N +oo
f Z(e "t sin(t)) dt—n 1! (e™™tsin(t)) dt
+00 oo +oo N
= Of nz::l(e_”tsin(t)) dt—bf ;(e_nt sin(t)) dt
= Of ngl(e‘”tsin(t)) dt

T e+ ¢ sin(t)
dt

f 1—et

0

sin(t)

1 — e_t e—(N+1) t dt

il

Or, la fonction sous valeur absolue dans I'intégrale est bornée sur [0, +oo[ et donc :

sin(t
AM € ]0,+o[:VtE[0,+oo]: T _i_)t <
Ainsi :
+00 +00 N +oo M
-[ Z(e "t sin(t)) dt — Zf (e™™tsin(t))dt| <M f BRSO LY p—
N+1
n=1g
On en déduit par comparaison
N +o +0 oo
; -nt _ -nt
Nl—l>r-ll:loo Z f (e sm(t)) dt = j Z(e sm(t)) dt
n=1g
D'ou:
+%© +oo 400 +

f Z(e "t sin(t)) dt = 2f (e™™tsin(t)) dt

n=1g



Ainsi :

Exercice 4 :
1) Sif solution alors :
f(O+0)=¢e°f(0)+e°f(0)
Donc :
f(0)=2f(0)

DIVIR

f(0)=0

2) Soit (f, g) un couple de solutions et a un réel alors :
v (x,y) € R%:
fragpx+y)=fx+y)+agx+y)
=e* f() +e flx) +a (e g +e” g(x))
=e*(f+tag)+e’ (f+ag))

donc f + a g est solution




3) Posons:
fx) =e* g(x)
Alors :
f dérivable en 0 & g dérivable en 0
et:
f solution de (1) & g solution de (2)
Ou (2) est définie par I'équation :

e glx+y)=e*e’ g(y) +e¥ f(x) +e¥ e* g(x)

Soit encore :

gx+y)=gx)+g9@) (2)

Le probléme se ramene donc a la résolution de (2) pour une fonction dérivable en 0
Or si g solution de (2) alors: g(0) = 0

Et:

x+7y)—g(x
VxeER: limg( Y) ~9) = limg(y) = g'(0)
y-0 y y=0 y

Donc g est dérivable sur Ret :
VxeR: g'(x)=g'(0)

On en déduit que g est de la forme :

VxeER: glx) =ax

Réciproquement, les fonctions g de la forme précédentes donc linéaires, sont solution de (2) et
dérivables en 0.

Les solutions de (1) dérivables en 0 sont alors les fonctions f définies par :

VXeER: f(x) =axe*

Exercice 5
1) Soit (P,Q) € E2eta € Ralors :
NP)=0s P=0
N(a P) = |a|N(P)

vie[-11]: [P() + QO] = [PO] + QB = N(P) + N(Q)




Donc:
N(P+Q)<N(P)+N(Q)
N est donc une norme sur E
2) Sur R,[X] N est équivalente a la norme N' définie par :
N'(ag + a; X + -+ ap X™) = supyeponylaxl
Donc:
Ja, €ER: VP eR,X]:N(P)=a, N(P)
Orsi P est unitaire, N'(P) > 1 donc:
VPEF,:NP)=a,

3) Il suffit de trouver un polynéme simple de la forme

P=(X-a)(X+a)=X*-a?
Tel que :
P()<1
Et le suivant convient :

P—(X 1><X+1)—X2 .
- 2 2] 4

4) Considérons la suite de polyndmes unitaires :

n

1
Po= (2 -3)

Ona:

n

n 3
N = (BW)" = (5)
On a bien :

lim N(P,) =0

n—-+co




