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Le sujet comporte 5 exercices qui sont indépendants et qui peuvent étre traités dans un
ordre quelconque. Toutefois, pour chaque exercice, 11 est demandé d’exposer les questions
dans {’ordre de |'énoncé. ‘

Les candidats(e)s pourront admettre certains résultats mtermedlalres et les utiliser dans la
suite de {'exercice, méme s 1ls ne les ont pas démontrés, a condition de le mentionner
explicitement.

Les résultats devront étre soulignés ou encadrés.

Il sera tenu compte de la qualité de la rédaction, de la clarté et de la rigueur des
raisonnements, ainsi que de la présentation matérielle. _
L'usage des calculatrices est autorisé ; toutefois, tous les calculs formels nécessaires pour
obtenir un resultat doivent figurer sur la copie.

Rappel : aucun nom, prénom, sighature ou signe distinctif (supérieur
hiérarchique, initiales quelles qu’elles soient, numéro de téléphone ou adresse
de service, etc.) ne doit figurer sur le corps (ou le tlmbre) de votre
composition, sous peine d’exclus1on du concours.

@







‘Exercice 1-

Pour tout entier naturel n non nul, on note M,(R) le R- -espace vectoriel des
~matrices carrées réelles d'ordre n.

On notera I, la matrice unité et O la matrice nulle,

On notera tr(M) la trace d’une matrice M de M,(R) (somme des éléments
de la diagonale pnnczpale ), et det{M) le déterminant de M.

1) Soit n un entier naturel non nul, et A une matrice de Mn(R) qui vérifie

la relation : -
A2 24 +4L,=0 (1)

a) Montrer que Uentier n est nécessairement pair, et que la matrice A n'est
pas proportionnelle & I,.

b) On suppose que n =2, et que A est une matrice de Ma(R).

Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur tr{A) et det(A)
pour gue la matrice A vérifie la relation (1). _ :
Montrer qu’il existe une mﬁmte de matrices A de Ma(R) vérifiant la relation

(1).

2} On considére la matrice A de Ma(R) suivante :

A=(_813 —46) @)
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et la suite de matrices (Uy)pen ainsi définie :
Uo=hLiUi=A; VE22 U=2U~4 Uiz (3

a) Montrer que la matrice A vérifie la relation (1).

b) Montrer que : _ :
| VEeN,U, =4  (4)

3) On considére, pour tbﬂt entier naturel p, et pour tout réel z, la matrice :
Myz)=2* U,  (5)

et Sp(x) la matrice ainsi définie :

S,(z) = imk Us  (8) |
k=0

On admet qu’une suite de matrices (Tp),en de Ma(R) converge vers la matrice -
nulle lorsque lentier p tend vers 4+00 si et seulement si les quatre termes de
la matrice (T,,) tendent vers 0 lorsque 'entier p tend vers +co. '
a) Montrer que pour tout réel z, la matrice L—x A est inversible, et déterminer
son inverse sous la forme d’une combinaison linéaire de I, et A.

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur le réel x
pour que la suite de matrices (2PU,)yen tende vers 0 lorsque lentzer p tend
vers +o0.

¢) En déduire, lorsque cette condztzon est réalisée, que la suite (S,(2))pen
converge vers (I —zA)~1 lorsque Uentier p tend vers +oo.

Exercice 2
On considére Uéquation différentielle smmnte ou Y deszgne Uune fonctwn
inconnue réelle d'une variable réelle dérivable

Vzel, 2z(1-zly' +(1-z)y=1 (1)

ot I est un infervalle de R.
1) Chercher les fonctwns S développables en série entiére au voisinage de 0,
solutions de 'équation (1).

2) Chercher les solutions de 'équation (1) respectivement sur les intervalles
] =00,0[, ]0,1], et]1,+20].






8) Montrer qu’il existe une fonction f unique, définie sur l'intervalle | - oo, 1,
dérivable, et solution de I'équation différentielle (1).

4) Montrer que la fonction f déterminée & la questzon précédente est de
classe C% sur Uintervalle ] — 00, 1[. . :

Exercice 3 ‘
On considére la courbe (C) d’équation polaire :

p=1+cos(f) (1)

(6 et p désignent respectivement langle polaire et le rayon polazre du point
M(6)).

1) Etudier la courbe (C) et la representer par mpport 4 un repere affine
orthonormal (0,7, j)

2) Montrer que le milieu I(8) du segment [M(8), M(8 + )| décrit un cercle
(C1) dont on précisera le centre et le rayon.
Calculer la longueur du segment [1(8)M(8)].

3} On note J(8) le point du cercle (C,) diamétralement opposé au point I(9).

4) Déterminer les réels @ pour lesquels J(8) = M(6).
* On supposera dans la suite que cette condition n'est pas réalisée.

5) Montrer que la droite D(0) joignant les points J(8) et M (8) est perpendiculaire
d la tangente a (C) en ilff(ﬂ).

" 6) En utilisant les résultats précédents, déterminer, en utilisant le cercle (C,),
une construction des points M(6) et des tangentes d (C') en M(8).

Exercice 4 :
On considére la fonction f définie par :

vz eR, f(x) =].§in$| (1)

1) Déterminer lao série de Fourier de f. et en déduire qu'il existe une suite
réelle (_an), que U'on explicitera, telle que :

40
vzeR, fz)= 922'4- Zan cos(2nz) (2)

n=1
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2) Montrer que pour tout entier naturel m, il e:mste un polynome unique P
de RIX] tel que :

Yu € lR, cos{(mu) = P,(cosu) (3)

3} En déduire que pour tout entier naturel n, existe . un polynome R, de
R[X] tel que : :
vz € R, cos(2nz) = R,(sinz) (4)

4) En déduire qu’il eziste une suite de fonctions polynémes (Tp)nen- qui
converge uniformément sur [~1,1] vers la fonction g définie par :

Voe-L1g@) =zl (5)

Exercice 5 :
On considére la fonctwn f réelle de deuz vamables réelles deﬁme par :
. -
Y(z,y) € (R+)2\{(0 0)}, f(z.y) = (1)

(A+2)1+y)z +y)

1) Montrer que f est prolongeable par continuité en (0, 0), -et préciser, en——
appelant également f le prolongement par continuité, la valeur de f(0,0).

2)- Montrer que pour tout réel € > 0, il exziste un réel A > 0, dépendant de ¢,
tel que : '

Yz, y) € R\ [0 AR 0 flmy) <e (2

3) En déduire que la fonction f a un mazimum global sur (Ry)*

4) Montrer que le mazimum de la fonction f sur (R.)?, est atteint en un
point unique (a,b) que l'on déterminera.

FIN DE L’ENONCE






