Exercice 1 :

la)a=1

2 0 -1 1 0 -1 0 0 0
M=(0 1 0 | M-I;3={0 0 0 |, (M—I3)%={0 0 0
1 0 0 1 0 -1 0 0 0

1b) La matrice étant d’ordre impair, elle admet au moins une valeur propre réelle.
Soit alors A une valeur propre réelle de M et IV un vecteur propre non nul associé, alors :
MV =1V
M?V=MAV=AMV=2>V
M—-1)2V=M?V-2MV+V=QA%2-21+1D)V=AQ-1)>2V
(M—-1)2=0etV+0donc(A—1)2=0doul=1
M a donc pour unique valeur propre 1.

1c) M # I; donc M n’est pas diagonalisable. 0 n’est pas valeur propre de M donc M est inversible.

2a)a =0
2 -1 -1
M=|l1 0 -1
1 -1 0
2—-1 -1 -1 1-2 0 -1 1 0 -1
detM —2L)=| 1 -2 —-1|=]1-2 1-2 —-1|=1-D*]1 1 -1
1 -1 -2 1 A-1 =1 0 -1 -1
1 0 0
=1-MD%1 1 o0o|=-21-21)7?
0 -1 -4
Les valeurs propres de M sont donc O et 1.
2b) sous espaces propres
On pose :
X
=(2)
z
2x—y—z=0 X =z
MV=0<:>{ x=2=0 @{x:y
x—y=0

x—y—z=0
M%JQV=O@{x—y—z=0®x=y+z
x—y—z=0



Donc:

1 1 1
Eo=Vect|{|1]], E,=Vect|{|1],10
1 0 1

dim(Ey) + dim(E;) =3
Donc M est diagonalisable
3a)a#0eta+1
1-1 0 0

2—1 a-1 -1 1-4 0 A-1

dettM —AL3)=|1—-a a—-A a—-1|=[1-a a-2 a-1l=|1—-a a—-2 0
1 a—1 -1 1 a—1 -1 1 a—1 1-2
1 0 0
=1-MD*1-a a-21 0|=(a—-DA-21)?
1 a—1 1

Les valeurs propres de M sont donc a et 1.

3b) sous espaces associés

On pose :
x
-(2)
z
x+(a—-1)y—-z=0 =7
M-I5)V=0& (1—a)x+(a—1)y+(a—1)z=0<:>{yzo
x+(@—-1)y—-z=0
R-a)x+(@-1)y—-z=0
M—-al;)V=0& l-a)x+(@-1)z=0 ©x=y=z
x+(@—-1)y—az=0
Donc:

1 1
E,=Vect|{|1]], E,=Vect| |0
1 1

dim(E,) +dim(E;) =2 <3

Donc M n’est pas diagonalisable

) B e

MW=V+We M-I)W=V

3 c) Posons

x+(@a-1y—-z=1
c{(l-a)x+(@a—-1Dy+(a—-1)z=0
x+(a-1Dy—-z=1



o {x+(a—1)y—z=1
x=y+z
o=
x=al+z

Sionprenddonc z=0¢et:

On peut définir la matrice de passage de la base canonique a la base : (U,V, W)
1 1 at
P={1 0 at
1 1 0

MU=al, MV =1V, MW=1V+1W

On aalors:

La matrice de f dans cette base est donc la matrice T. Ainsi :

MP=PT
Soit :
M=PTP!
Exercice 2 :
1a) Soitx = 1.Sur [1,x] ona:
et et
_S_
X t
Donc:
X ot X ot
—dt < — dt
1 X 1 ¢t
e"—e<
< f(x
—<f®
1b)Ona:
eX—e
lim = 400

X—+00 X

Donc par comparaison :

lim f(x) =+

X—+00

2a) Pourt € [1,+oo] :

et
g(t) =5



t3et —3t%2et t—3

g'®)= e = e

Donc:
g'(t) > 0sur[1,3], g'(t) > 0sur]3,+oo[
De plus:
Jim g(t) = +o0,g(1) =e

g est strictement décroissante sur [1,3] et strictement croissante sur [3, +o[ et présente un
minimum en 3 égal a :

63

g@3) = 57

2b) sur [1,3]ona: 0 < g(t) < edonc:

3
Osf gl)ydt<2e
1

2c)Pourx = 3o0na:

0 Sf g®)dt Sf g(x)dt = ——e*
3 3 x

3a) En intégrant par partie :

3b) En intégrant a nouveau par partie :
ex 1 * *1
x=——e+—et] +2f—etdt
f& X [tz 1 , t3

e* e* X1
:—+—2—2€+2f—3€tdt
x X 1 t

43)
ex ex 3 X
f(x)=—+—2—23+2fg(t)dt+2jg(t)dt
x X 1 3
eX x X x x—13
7+F—Zesf(x)S7+F—Ze+4e+ 3 e*
ex ex ex ex X
7+F—2€Sf(X)S7+2F—BF+2€
Oren +oo:
ex b b X ex X
—+——2e~—~—+2——-3—+2e¢



On en déduit :

X

)~~
x N —
f x
Exercice 3 :

1a) sur |0, +oo[ ou |—o0, 0[ I'équation homogene équivaut a :

I_E _0
y xy_

Et la solution générale est de la forme :

y = CeZLnlxl =cx?

1b) recherche de solution particulierey =ax, y' = a
xa—2ax=x

Cette relation est vérifiée sur R poura = —1

1c) Soit y une solution sur R, alors il existe deux constantes c et d telles que sur ]0, +-oo[ :

y =—x+cx?
Et sur |—o0,0[ :
y=—x+dx?
Par continuité :
y(0)=0

Réciproguement, une fonction de la forme précédente est solution de I’équation différentielle sur
10, + o[ et |—o0, 0[, dérivable en 0 et dérivée égale a -1 et :

0y'(0)—2y(0)=0
Donc y est solution de I'équation différentielle en 0. Elle I’est donc sur R

2a) sur ]0, + o[ ou ]—o0, O[ 'équation homogeéne équivaut a :

2y -0
y X y
Et la solution générale est de la forme :

c
y=c e~2Lnjx| — F
2b) recherche de solution particulierey = b x, y' = b

xb+2bx=x
Cette relation est vérifiée sur R pour b = %

2¢) Soit y une solution sur R, alors il existe deux constantes ¢ et d telles que sur ]0, +oo[ :

1 c
y=§x+ﬁ



Et sur]—o0,0] :

1 N d
=— X —_
Y=3 x?
y ayant une limite a gauche et une limite a droite en 0 qui est finie, on en déduit: c = d = 0.
Il n’y a donc gqu’une unique solution sur R, celle du 2b)

3a) f(0)=0
3b):0Ona:

xf') =21f()l +x

Donc sur]0,4+o[ : f'(x) > 0 et donc f est strictement croissante sur [0, +oo[ et on a donc sur
10, +oo[ :

fx)>f0)=0
3c)Sur]0,+o[ona:

Fl -2 fo) =1
Donc il existe une constante c telle que sur ]0, +oo[ : f(x) = —x + ¢ x?
Ainsi :
£10) = -1
Donc il existe @ < 0 tel que sur Ja, O[ :

f@O-fO _,

X

Donc:
f(x) <0
Donc f est solution sur |a, 0] de I'équation: x y' + 2 y = x et donc sur |a, 0] :

1
f(x):§x

(s 1 . , .
Donc le nombre dérivé a gauche en 0 de f est; ce qui est absurde. Il n’y a donc pas de solution sur
R.

Exercice 4 :
1a)
ltl_r)r(} h(t) =1

1b) Le développement en série entiére sur R de et est :



k
et = i
k!
k=0
On en déduit :
et —1 o k-1
t Z k!
k=1
h(t) = +oo tk—l
Soit :
0<h(®)<1
2) L'intégrale a deux bornes impropres.
En 400 :
—tx
Le = oG+t

Six + 1 = 0 l'intégrale diverge.
Six+1<0

lim t2te~(*Dt =

t—>+o
D’apres la régle de Riemann, 'intégrale converge

EnO:

te—tx

tl—i>%1+ef—1=1

La fonction a intégrer est prolongeable par continuité, donc I'intégrale converge.

3) Sur |0, +oof :

Donc:

On en déduit par comparaison

4)Pourx >0:



+0o0 ¢ (e—t (x-1) _ e—tx)

fa-D-fe) = | S
Tt gTtX (gt — 1) +00 e~ tx]t® +oo ,—tx 1
:f - dtzf te‘”dt:[—t ] +f dt = —
0 et —1 0 x|, 0 x X
Donc pour tout k € [1, +oo[:
f(x+k—1)—f(x+k)=m

+00 +o 1
e =kzzlf(x+k—1)—f(x+k) =;m

Exercice 5
1a) Laregle de D’alembert appliqué a ces séries montre qu’elles sont de rayon de convergence 1

1b) sur]—1,1[:

n=0
Par dérivation :
1
an” 1= =22
Zn(n—l)x”‘1= 2
(1-x)3

23) X(Q) = [1, 4]
Loide X :
Définissons les événements indépendants dans leur ensemble, pour n € [1, +oo[:
P, = "un pile est obtenu au lancer de rang n"
Alors, pourn € [1, +oo[:
PX=n)=PP,n..0nP,_ NP)=0-p)"1p
2b) Espérance de X :

p 1

E(X)=an(x=n)=Zn(1—p)n—1p=m=E

n=1 n=1
3a) Y(Q) =[2,+oo]
LoideY:
Définissons les événements, pour i € [2,+o[,n € [2,+oo[,i <n
Qin = "un pile est obtenu au lancer de rang i et des faces sont obtenues

atous les autres lancers jusqu'aurangn — 1"



Alors :

P(Qin) =1 —-p)"?%p

Pourn € [[2,+oo[:

n—1 n-1
POV =m)= ) P(QinnB) = ) P(Qin) P(RD
i=1 i=1

=(n-1)1-p)"?p?
3b) Espérancede Y :
2 p? 2

B = Y nP0 =m) =y n(n= 1) (L= p)' 7 = s =

nz2 n=2

4)soitn < m
PX=nnY=m)=P(QnmNPpn)=P(Qum) P(B) = (1 —p)" 2 p?
P =m)xP(Y =m) = (1 =p)" "L p (m = D(1 = p)" 2 p? = (m — D(1 - )™+ p?

Les deux quantités précédentes n’étant pas égales pour tout n < m, les deux variables ne sont pas
indépendantes.



