Fonction numérique de plusieurs variables réelles

(FICHIER EN COURS D’ELABORATION)

| Approche

Soit f une fonction définie sur un sous ensemble de R? & valeur dans R comme par
exemple :

flx,y)=Vx—y

définie sur le sous-ensemble de couples (x,y) vérifiant x > 0 et représenté par un demi-
plan dans un plan muni d’un repére orthonormé d’axe des abscisses x et axe des ordonnées

y.

Cette fonction peut &tre visualisée graphiquement par une nappe d’équation z = vVx — y en
complétant le plan par un axe des z de fagcon a obtenir un repére orthonormé.

L'image du couple (1;1) est:
f(;1)=0

Nous allons alors formaliser un concept intuitif de continuité en ce point. Plus (x,y) est
« proche » de (1;1) plus son image est « proche » de celle de (1;1). Voyons un sens
rigoureux a cela.

Situons nous dans une zone carrée incluse dans le domaine de f, de centre (1;1) de la
forme :

1=81+p[x]1-5;1+p]

Pour un couple (x; y) dans cette zone, que nous écrirons sous la forme (1 + h; 1 + k), nous
avons :

fAQ+m1+k)—-f(;1)=Vv1+h—-(AQ+k)=VvV1+h—-1—-k
Or la fonction v/x étant continue en 1, nous pouvons écrire pour € > 0
£
36, >0: || <pB = |\/1+h—1|<§

Donc en prenant :

B2 = min (31:%)



Ona:
£

2~ ¢

V(x,y)E]l—ﬁz;1+ﬁz[2:If(1+h;1+k)—f(1;1)|<§+

Cela va nous amener a définir le concept de continuité de fagon plus générale, en
commencant progressivement par celui de fonction a deux variables.

Il Limite-continuité d’une fonction numérique a deux variable réelles

1) Définition

Soit f une fonction définie sur un sous ensemble D de R? qualifié de domaine et a valeur
dans R et soit (xo; yo) € D.

f tend vers une limite L € R en (xq; yo) si :
Ve €]0;4+0[ 3B €]0;+0o] :
V(x,y) € lxg = B;xo + B[ X 1yo = Biyo + Bl: |[f(x;y) —L| < ¢
ou, de fagon équivalente :
Ve€]0;+oo[ 3B €]0;+oo[:V (R k) €] : If(xo + Hiyo+ k) — LI <e
On écrira alors :

lim x;y) =1L
(x;y)ﬁ(xo;yo)f( y)

f sera dite continue en (x; yo) si:

f(x;y) = f(x0; yo)

lim
(6y)—~(x0;y0)




2) Fonctions partielles

Soit f une fonction définie sur un sous ensemble D de R? et (xq; yo) € D. On définit deux
fonctions qualifiées de fonctions partielles en (xq; y,) :

fxo*(y) = f(xoi}’)
f*yo(x) = f(X; }’0)

Si f tend vers une limite L € R en (xg; ) alors f,, tend vers L en y, et f, tend vers L
en x, mais la réciproque est fausse, comme le montre I’exemple qui suit :

Soit f définie par :
Xy :
fGy) = gz o (x;y) # (0;0)

Nous avons :

for(¥) =0 fio(x)=0

Les fonctions partielles tendent donc vers 0 en (0; 0) mais f ne tend pas vers 0 en (0; 0). Il
suffit de noter pour x # 0 que l'ona:

1
f(x;x) =3

Si f tendait vers 0 en (0; 0) on aurait en particulier :
lim £ (x; x) = £(0;0) = 0
X—

Ce qui est contradictoire.

3) Propriété séquentielle :

Soit f une fonction numérique a deux variables, définie sur un sous ensemble D et tendant
vers une limite L € R en (xq; yo)- Si (X,,) et (Y,,) sont deux suites tendant respectivement
vers x et y, alors :

lim f(X,;Y,) =L
n—+oo




Preuve:
Soit € € ]0; +oo[ alors :
3B €]0; +oo] :
V(x,y) €lxo = Bixo + BIX1yo = Biyo + BL: If (xiy) — L] <e
donc pour 8 > 0

dn; €EN:n>n; =2 X, €lxo—B5x0 + 81

An,eN:n>n, = Y, €ly,—B;v0+ Bl

En prenant :
n; = max(n,;n,)
n>ng = (X, Y,) €lxg — Bixo + B[ X 1yo — B yo + Bl
= |f(XnY) — LI <e
D'ou:

lim f(X,;Y,) =1L

n-—-+oo

4) Uniforme continuité par rapport a une variable.

Soit f une fonction numérique de deux variables définie sur un sous ensemble D de la
forme I X [a;b] ou a et b sont deux réels quelconques et I un sous ensemble de R
(souvent un intervalle dans les cas pratiques)

On dit que f est uniformément continue en (xy; y,) par rapport a la seconde variable y si :
Ve€E]0;+o] IB€]0;+oo]:

Vx€lxo—B;xo+BIVYE[ab]: |f(x;y) — flxe; )| <&

Propriété :

si_f est continue en (xg;y,) alors f est uniformément continue en (x,; y,) par rapport a
la seconde variable y.




Preuve :

supposons f continue en (xg; Vo) et par I'absurde, non uniformément continue en (x; yo)
par rapport a la seconde variable y.

La négation de I'uniforme continuité s’écrit :
de& €]0;+00] VB €]0; +00] :
Ax €Jxg—Bixo+ LIy Elasb]: |f(x;y) — f(xo; Y| = &
En prenant, pour n € N*, des valeurs de 8 de la forme :
g = 1
n
Nous avons :
1 1
3 X, € |xo _EFxO +H[ Y, € [a;b] : |f(Xn;Yn) _f(xO;Yn)l =&
Or tous les termes X, vérifient :
<X, < + !
Xog —— Xo +—
(- n 0Ty

Le théoréme des gendarmes montre alors que :

lim X, = x,
n-+oo

La suite (Y;,) étant bornée, on peut en extraire une suite (Yg(n)) qui converge vers une limite
L.

Or les termes Yy, veérifient :

Donc par passage a la limite :

Ainsi, par composée :

lim_ £ (Xgen; Ygmy) = f (%03 1)

n—-+oo
nl_i)rfoof(xo; Yg(n)) = f(xoi L)
lim | f(Xgmy; Ygmy) = f (%0 Ygmy)| = O

n-—-+oo

Ce qui est contradictoire avec :



|f (Xgmys Ygmy) = f (%03 Ygmy)| = €1

5) Premiére conséquence intégrale de I'uniforme continuité partielle.

Soit f une fonction numérique de deux variables, continue sur un sous ensemble D de la
forme I X [a; b] ou a et b sont deux réels quelconques et I un sous ensemble de R. On
définit sur I la fonction :

b
g(x) = f f(xy)dy

alors g est continue sur I

Preuve :

Soit xo € [ et htelque xy + h € [ alors:

b b
90c + ) — g(xy) = f £ o+ h,y)dy - f £ (xory)dy

b
- f (FCxo + B y) — Fx0,y)) dt

Donc:

b
19Cr+ ) = 9@l < [17Gro + hy) = fGx et

a

Soit € € ]0; +oo[ alors I'uniforme continuité de f par rapport a y permet d’écrire :
3B €]0; +oo] :
€
Vx€lxg—Bixo+ BIVy €la;b]: IfCy) — flxos VI <3

Donc:

< B = xo+h €lxg—Bixo+Bl= ¥y € [aib] : 1fCxo+hiy) = fGroin)| < p—




b b
&
= [1rGo+hy) = fouylde < [ de=e
a a

=|glxo+h)—glxy)| <e

donc g continue en x,

6) Dérivée partielle

Soit f une fonction numérique a deux variables définie sur un sous ensemble D et continue
en (xg; ¥o) € D de fonctions partielles en ce point :

fxo*(y) = f(xoi)’)
f*yo(x) = f(x; yO)

On dit que f est dérivable par rapport a sa premiére variable en (xo; yo) si la fonction
partielle f*yo est dérivable en x et on note le nombre dérivé sous la forme :

, of
f Yo (x0) = Ix (x0; ¥0)

On dit que f est dérivable par rapport a sa seconde variable en (x(; yo) si la fonction
partielle f, . est dérivable en y, et on note le nombre dérivé sous la forme :

, _of
fxo*(YO) = @(xo'}’o)

7) Seconde conséquence intégrale de I'uniforme continuité partielle.

Soit f une fonction numérique de deux variables continue sur un sous ensemble D de la
forme I X [a; b] ou a et b sont deux réels quelconques et I un sous ensemble de R. On
définit sur I la fonction :

b
gx) = ff(x.y)dy




Si f admet une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable en tout point (x,y) de
D, et si cette dérivée partielle, en tant que fonction de deux variables, est continue sur D,
alors g est dérivable sur I et :

ad
vxel: g'(x) =fa—£(x,)’)dy

Preuve :

Soitxy € I et htelque xy + h € I alors:

0 h) — 0 d 0 h' - 0 0
g(x +})l 9(xo) j_f(m J)dy = j(f(x + yf)l fx y)_a_f(O, ))dy

Or d’apreés le théoréme des accroissements finis, il existe un réel 6(h, y) tel que :

fGothy) = floy) _ %(xo +6(h,y)h,y)

a

h
avec :
16(h,y) <1
On en déduit :
b
g(xo + h})L 9(xo) f (xo,y)dy = f(% (xo + 8(h,¥)h,y) —%(m)’)) dy

a

Soit :

g(xo +h) — g(xo)
h

(x0,¥)dy| < | |52 (o + 8(h,y)hy) ——f(xo.y) dy
f 1 |

a

d , . . p . N
Or é(x, y) étant continue sur I X [a; b] est uniformément continue en x, par rapport a sa

seconde variable.
Soit € ]0; +oo[ , 'uniforme continuité permet alors d’écrire :
3B €]0; +oo[ :
d €
0x 0x b—a

d
Vx € lxo—Bixo+ BIVy € lashl ¢ |2Ley) - L (xon)| <




Donc:
lh| < B = |8(h,y)h|<B = xo+0(h,y) h €lxy—B;x0 +B[=

£
b—a

0 d
vy € bl s |2 G + 0010 ) — o (x0,9)| <

b b
=>Haf( rotyny) - L )‘dt<f I
ax xO ’y Iy ax xO!y b_a =&
a a

b
g(xo + h) — g(xo) faf
> Y 9% (xo, ¥)dy| < ¢
a
donc g dérivable en x; et :

b
0
g'(xo) = j% (x0,¥)dy

a

8) Troisiéme conséquence intégrale

Soit f une fonction numérique de deux variables continue sur un sous ensemble D de la
forme I X |a; b[ ou a et b sont deux réels quelconques et I un sous ensemble de R. On
suppose f localement intégrable au sens de Riemann sur |a;b[ pour tout x €1 et

possédant une dérivée partielle par rapport a sa premiére variable continue sur I X |a; b[

e . . 1 1
et on définit sur I la suite de fonctions pour n € N tel que a + - <b- mE

o1

gn(x) = f foy)dy
1

a+ﬁ

Et la suite des fonctions dérivées :

a
w0 = [ SEyay

1
a+H




S'il existe xo €I tel que la suite g,(xy) converge et si la suite de fonctions g’ (x)

. p . s . a
converge uniformément sur I alors les intégrales impropres de f et de a—i sur [a; b] sont

convergentes et si on pose :

b
ME=ff&JMy

alors g est dérivable sur I et :

b
d
vxel: g'(x) =fa—£(x'}’)dy

Preuve :

C’est une conséquence directe du théoreme sur la dérivée d’'une limite de suites de
fonctions dérivables combinée a la propriété de la dérivation sous le signe intégral vue juste
au dessus.

Différentes variantes s’obtiennent pour une ou les deux bornes infinies, par exemple dans le
cas ol a est finieetbh = 400 :

Avec les mémes hypotheses que précédemment sur f et en posant :

n

gn(x) = fﬂxﬁ@z

1
a+ﬁ

Et la suite des fonctions dérivées :
n af
9@ = [ 5@y

a+r—l

S'il existe xo € I tel que la suite g,(xo) converge et si la suite de fonctions g’ (x)

. . . . d
converge uniformément sur I alors les intégrales impropres de f et de é sur [a; + o[ sont

convergentes et si on pose :

M@=Jf@JMy

alors g est dérivable sur I et :




[ of
Vxel: g(x)=f a(x,y)dy

Exemple d’application : la fonction Gamma

Etudier la dérivabilité de la fonction Gamma définie par :

+00

rix) = f y*le7dy
0

Examinons le domaine de convergence de I'intégrale impropre

EnO:
yx—l e—y~y11_x
La condition de convergence est alors :
1-x<1
Soit :
x>0
En +00:

lim y2(y*1e™) =0

y—+00
La regle de Riemann s’applique et I'intégrale est convergente.
Donc I est définie sur ]0; +oo[

Dérivabilité sur ]0; +oo] :

Considérons la suite de fonctions sur ]0; +oo[ pourn € N*;

L) = | y*e™dy

SIH\:

Et posons :

f(x’ y) — yx_l e_y — e(x_l) Ln(y)_y




f est continue sur ]0; +oo[ X E, n] et admet une dérivée partielle par rapport a sa premiere

. 1 .
variable sur [Z; n] qui est :

d
%(x, y) = Ln(y)e(x—l) Ln(y)-y — Ln(y) yx—l e~

) . 1 - . . .
é est continue sur ]0; +oo[ X [z;n] par théorémes généraux (produit, somme, composition)

Donc I;,(x) est dérivable sur ]0; +oo[ et :

n

Vx €10; ool : [y(x) = f Ln(y) y* e dy

1
n

Les mémes régles que pour I'(x) montrent que I'intégrale impropre de Ln(y) y* 1 e est

convergente sur [0; +o[. La suite de fonctions I'',,(x) tend donc simplement sur ]0; +oo[
vers :

+ o0

f Ln(y) y* e ™ dy
0

Montrons que cette convergence est uniforme sur tout intervalle [a; b] inclus dans ]0; +oo[
en considérant :

1

+00 n oo
] In(y) y*te™dy —I"y(x) = jLn(y) y*le¥dy+ f In(y) y*~'e™ dy
0 0 n

Nous avons alors

+00

f In(y)y*te¥dy-TI'",(x)| <
0

+00

ILn(y)| y*~'e™ dy +f ILn(y)| y*~te ™ dy
n

S

Or pour y € ]O;ﬂ et pourx € [a;b]ona:
In(y) <0
a—1<x-1
donc:
yx—l = e(*-DIn() < pla-DIn(y)

Et pour y € [n; +oo[ et pour x € [a;b]ona:



In(y) >0
x—1<b-1
donc:

yx—l =e(*-DIn() < o= In(y)
D’ol :

+ o0 + o0

1
n

f Ln() y* e dy — I'y(x)| < f ILnG)] ot e dy + f Ln()| y>~t e~ dy
0

0 n

Les intégrales de |[Ln(y)| y* e ™ et de |Ln(y)| y?~1e™ étant convergentes en 0, la
guantité majorante ci-dessus est une suite indépendante de x qui tend vers 0. La suite de
fonctions I'';,(x) converge donc uniformément sur [a; b].

On en déduit, combiné au fait que I;,(x) converge simplement vers I'(x) sur [a; b] que I’
est dérivable sur [a; b] et donc sur ]0; +oo[ et que :

+00
Vx€]0;+oof: I'(x) = f In(y) y*te ™ dy
0

Le processus peut étre réitéré par une récurrence simple et conduit au fait que I' est
dérivable a tout ordre sur ]0; +oo[ et que :

+oo
VpEN: Vx€e]o;+oof : TP (x) = J Ln?(y) y* e dy
0

Cette fonction I' a en outre des propriétés remarquables. Faisons en effet une intégration
par partie sur I, (x) :

L) = [yle”dy

:I»—\\z

en posant de facon classique en présence d’une exponentielle :

Y =e”

u(y) =y”*
) =&-1D)y* 2, vy)=—e?

alors :




L) =[-y"te?T+(x—-1)

n

yx—z e Y dy

3""\3

En faisant tendre n vers +o00, on en déduit, pour x > 1 de telle sorte que l'intégrale

converge :
rx)=@x-1)rI(x)

Soit en changeant de variable :

Vx€]0;+oo : I'(x+1)=x I'(x)

Cette propriété permet de donner une expression simple de I' pour les entiers naturels par
une récurrence évidente, sachant que :

+ o0

rq) =] e Ydy=1

0

VneEN: I'nm)=(n+1)!

Il Eléments de topologie de R?- Notion d’ouvert, de fermé, de compact

1) Définition d’un carré ouvert de centre (a, b), d’'un losange ouvert et d’'un disque

ouvert

Un carré ouvert C(A4, B) de centre A = (a, b) et de demi-largeur f est le sous-ensemble
de R?

C(AB)={M=(xy) ER* |x—al <B,ly— bl <p}

Un losange ouvert L(A, B) de centre A = (a, b) et de demi-largeur f8 est le sous-ensemble
de R?

L(AB) ={M=(x,y) € R* |x—a| + |y —b| < B}

Un disque ouvert L(4, ) de centre A = (a, b) et de rayon S est le sous-ensemble de R?




DB ={M=(xy) eR: Jx-a)?+ (- b’ < B}
Une propriété évidente d’un point de vue géométrique est la suivante :
V(4,B) € R*x]0,+[: 3B €]0,+[: C(4B) c L(AB")
Autrement dit :
Tout losange ouvert de centre A contient un carré ouvert de centre A et la réciproque est vraie

De méme, tout disque ouvert de centre A contient un carré ouvert de centre A et réciproguement et
tout il contient un losange ouvert de centre A et réciproquement.

Preuves :
Il suffit de noter que I'on a pour tous couples de réels (x,y), (a,b) et tout réel § > 0 :

|x —al| < Bet|ly—b|<B=>|x—al+|y—b| <2

|x —al+|y—b|< = |x—a|l<fet|y—Dbl<p

lx—al <Bet|y—bl<B=(x—a)?+(y—-b2<V2p

J&x-a)?2+(-b)?< p=|x—al<Bet|y—bl<p
Autrement dit :
L(A,B) cC(AB)cL(A2p)
D(A,B) € C(A4,B) € D(AV2 B)

Ce qui se traduit géométriquement par les figures :




2) Voisinage d’un point A = (a, b)

Soit une partie V de R? et 4 = (a, b) € V, on dit que cette partie est un voisinage de A si
elle contient un carré ouvert de centre 4

Si on note V(A4) I'’ensemble des voisinages de A, la définition s’écrit :

VeVA)e 3BE€]0,+x[: CAB)CV

A noter, compte tenu des remarques précédentes, deux définitions équivalentes :

VeV(A)e IB€]0,+o[: L(AB) cV
VeV(A) © 3B€]0,+x[: DAB) CV
3) Ouvert

Soit une partie Q de R?, on dit que cette partie est ouverte si elle est voisinage de chacun
de ses points.

4) Fermé

Soit une partie F de R?, on dit que cette partie est fermée si son complémentaire dans R?
est une partie ouverte.



Une caractérisation est la suivante :

Une partie F de R? est fermée si et seulement si elle vérifie :

Pour toute suite 4,, = (x,,,¥,) de points de F telle que x,, converge vers une limite a et
¥y, converge vers une limite b, le point A = (a, b) appartienta

Preuve :

Soit F une partie fermée de R? et soit une suite A, = (x,, ;) de points de F telle que x,
converge vers une limite a et y,, converge vers une limite b.

Supposons par l'absurde que A = (a,b) ne soit pas dans F. Alors A est dans son
complémentaire R?\F qui est ouvert. Nous avons donc :

38 >0:C(4,8) c R:\F
Or, par propriété de limite :

AngeEN:n>nyg = c—p<x4m <c+p
A eEN:n>n =2d—-F<y;m<d+p

Soit en posant : n, = max (ng,ny) :

c—B <xXgmy<c+p

d— B < ypom < d +p= (gt Vo) € C(A.B)

n>n, :;{

= (Xg(n) Yg(my) € RA\F

ce qui est contradictoire et prouve que A € IF

Réciproquement , supposons que pour toute suite 4,, = (x,,, y,,) de points de F telle que x,,
converge vers une limite a et y,, converge vers une limite b, le point A = (a, b) appartient a
IF, alors :

Supposons par I'absurde que R?\FF ne soit pas ouvert. Alors, il existe un point A = (a, b) de
R2\F pour lequel R?\F n’est pas un voisinage de ce point, donc, pour tout entier naturel
non nul n, aucun des carrés ouverts C (4, 1/n) n’est inclus dans R?\FF d’ou :

1
VneN: I (x,y,) EF nC<A'E)

On adonc:




1 1
a—E<xn<a+E
el b 1< <b+1

n n

Donc par théoreme des gendarmes :

lim x, =a
n—-+oo

lim y, =b

n—-+oo

Par hypothese, on en déduit :
(a,b) € F

ce qui est contradictoire.

5) Compact

Soit une partie K de R?, on dit que cette partie est compacte si elle est fermée et bornée

Il Propriété d’une fonction continue sur un compact

Soit f une fonction numérique a deux variables, définie sur une partie compacte K de R?,
alors f est bornée et atteint ses bornes.

Autrement dit :

3((a,b),(c,d) €EK?: V(x,y) €EK: f(a,b) < f(x,y) < f(c,d)

Preuve :

Caractére borné de f :

Supposons par |'absurde que f ne soit pas majorée, alors aucun entier naturel n ne majore
f, ce qui se traduit par :

VneN: I (xp ) EK: fxn, ) >n




Or les suites ainsi formées (x,,) et (y,,) sont bornées donc, d’aprés le théoréme de Bolzano-
Weierstrass, on peut extraire deux sous-suites (x;n)) et (y4)) qui sont convergentes.
Notons alors :

lim x =c
note 9

lim Ygn) = d

n—+oo

K étant fermé et (xy(m), ¥gmy) une suite de points de K, nous en déduisons, par la
caractérisation séquentielle d’un fermé, que (c, d) est dans K.

f étant continue en (c, d) nous en déduisons :

lim £ (xg(m), Ygmy) = f(c,d)

n-+oo
Mais par ailleurs :
f (g Ygmy) > g(@)
avec:
Jim_gn) =+

ce qui est absurde, donc f est majorée.

Le fait que f soit minorée se démontre de facon analogue, ou bien en appliquant la

propriété que I'on vient de montrer a - f

f atteint ses bornes:

Notons M = sup{f(x,y) : (x,y) € K}

Ecrivons que pour tout entier naturel n non nul, M — 1/n n’est pas un majorant de f :

1
vneN: I (x,y,) EK: M_;<f(xn'yn)SM

Extrayons alors des deux suites ainsi définies, deux suites convergentes, soit :

lim x =c
oo~ 9

lim yom) =d

n—-+oo

Alors, K étant fermé : (c,d) € K et par continuité :

lim £ (xg(m), Ygm) = f(c,d)

n—-+oo



mais aussi :

1
M — —— < f(Xy0m <M
rOR (X9t Yoam)

Par passage a la limite, on en déduit :
fle,d)=M

On procéde de méme pour la borne inférieure de f sur IK ou on raisonne sur —f

Remargue :

Les intervalles de R de la forme [a; b], donc fermés bornés, sont qualifiés également de
parties compactes de R et plus généralement, toutes les parties fermées et bornées de R.
Nous reviendrons, en les étendant, sur ces notions d’ouvert, de fermé et de compact dans le
fichier consacré a la topologie.

Mais d’ores et déja, nous pouvons voir que :

image d’une partie compacte de R? par une fonction continue de R? dans R est une
partie compacte de R.

Preuve :
Soit f continue sur une partie compacte K de R? dans R.

Soit une suite f(x,, y,) de f(IK) convergeant vers une limite L. Alors, on peut extraire des
sous-suites telles que :

lim x =c
oo 9

lim yg(n) = d

n—-+oo

Alors, K étant fermé : (c,d) € K et par continuité :

lim f(xg(n): yg(n)) =flc.d)

n-—-+oo

Mais par ailleurs

lim £ (%gen) Ygem)) = L

n—-+oo

donc:

flc,d)=1L

d’ou




L e f(K)

f(K) est donc fermé et comme il est borné, il est compact.

Attention !

Compact dans R ne signifie pas étre un intervalle. Il n’y a qu’a prendre pour K l'union de
deux carrés disjoints, par exemple [0; 1]? X [2; 3]? et de définir f constante égale & 1 sur le
premier carré et a 2 sur le second. On a alors f(IK) = {1; 2}. f est continue sur K et f(IK)
est bien une partie compacte de R mais ce n’est pas un intervalle.

Pour obtenir le fait que f(IK) soit un intervalle, il faudrait une notion de connexité,
traduisant qu’on peut relier deux points de KK par une courbe continue, nous y reviendrons
ultérieurement. Alors, nous aurons a nouveau la propriété des valeurs intermédiaires.

IV Différentiabilité d’une fonction numérigue a deux variable réelles

1) Propriété-Définition

Soit f une fonction numérique a deux variables définie sur un ouvert Q de R? et
A= (ab)e.

Si f admet des dérivées partielles par rapport a sa premiére variable et a seconde variable
en tout point de Q et si 'une ou l'autre des fonctions de deux variables définies par ces
dérivées partielles est continue en A alors il existe une fonction E(x,y) définie sur Q et
telle que :

of of
fy)=flab)+(x-a) =(ab)+(y-a) @(a,b)+\/(x—a)2 + (@ -b2yxy)
avec:

lim x,y)=0
(x,y)ﬁ(a.b)Y( y)

Une formulation équivalente s’obtient en posant :
(x,y)=(a+h,b+k)

Ehk)=y(a+hb+k)



fla+hb+k) =f(ab)+h g(a,b)+k %(a,b)+\/h2+k28(h,k)

lim & k) =0
(h,k)—(0,0)

Cette derniere formulation sera plus pratique a I'emploi.

On dit alors que f est différentiable au point A = (a, b) et on qualifie de différentielle au
point 4, I'application linéaire de R? dans R :
of of
h k) > h—(ab)+k—(ab
(h, 10 > h 5 (a,b) + k 5 (a,b)
Cette application, encore qualifiée d’application linéaire tangente, est notée df 4. Ainsi, la
propriété s’écrit :

f(a+hb+k)=f(ab)+df,(hk)++h?+ k?E(h, k)

En considérant les éléments de R? comme des vecteurs, nous pouvons faire intervenir la
norme euclidienne, associé au produit scalaire classique :

ICh, Il = v h? + k2

Afin de simplifier les écritures, nous allons noter :

A= (a,b)
H = (hk)
0 = (0,0)

ces quantités étant considérées comme des vecteurs. La propriété se réécrit alors :

f(A+H) = f(A) +df ,(H) + ||H|| £(H)

imée(H) = 0

Nous pouvons noter que I'application différentielle agit comme un produit scalaire.

Notons en effet :

-, ad d
Grad(f), = (—f (A),é (A)>

ax




Ce vecteur étant appelé gradientde f en A

alors :

df ,(H) = Grad(f), -+H

Preuve de la propriété de différentiabilité

d . . . . .
On suppose par exemple é(x,y) continue sur . ) étant ouvert, il contient un disque

D(A, B). Plagons nous sur le disque fermé D'(4, ) avec § = /2, on a alors :

f(ny)_f(aib) =f(x:y)_f(x'b)+f(x'b)_f(a:b)

Or la fonction partielle f(x,y) de y, a x fixé est continue sur [b — §; b + &] et dérivable sur
[b — &8; b + 6]. Le théoréme des accroissements finis s’applique et conduit a :

d
fCey) = F(x,b) = (v — b) %(x, b+00y)y)

avec:

o) <1

En outre, la fonction partielle f(x, b) de x, est dérivable en a. Le développement de Taylor
Young a I'ordre 1 montre qu’il existe une fonction &;(x) telle que sur [a — §; a + &] on ait :

d
fGob) - f(a,b) = (x — ) % (@B) + (x — )&, (x)

avec :
xX—a

Ainsi :

0 d
fGy) - f(ab) = (x - a) %m b) + (y — b) %(x,b FOO) )+ (x - DE®

Or, par continuité de la dérivée partielle par rapport a y en (a, b), nous avons :

9 d
%(x,y +0(y)y) = %(a, b) + &;(x,y)

avec:




(x,yl)i—rgga,b)<€2 (x, y) =0
Donc:
f(x»Y) —f(a,b)
0 0
— (—a) %m b)+ (v —b) ém, b) + (x — )&, (x) + (y — B)E,(x,)
d’ou:
0 d
) = @b - - L@ -0-5 L@

< |x —all& ()] + |y = bl|E2(x, ¥)I

<V —a)?+ (= b)2E @+ (x — a)? + (v = b)?|E,(x, ¥

<V —a)? + (y = b)? (1€, + €206,y

D’oU, en posant pour (x,y) # (a, b):

faen -fab)-@-o Lan-o-nELan
Jo—aZ+ (b -Db)y

y(x,y) =

Ona:
[y G, M < 1€ + [E2(x, )]
On en déduit par théoreme des gendarmes :

lim x,y)=0
(x,y)ﬁ(a,b)y( y)

ce qui établit la propriété.



