Equations différentielles linéaires complexes homogénes a coefficients constants

| Généralités

Définition

Une équation différentielle linéaire complexe homogéne d’ordre n a coefficients constants est une
équation de la forme :

VXER: f W)+ ap_1 fP V@) + - +a, fYN) +agf(x)=0

ou f est une fonction a valeur dans C dérivable sur R jusqu’a l'ordre n et ou (agy, a4, ...,a,_1) €
Cn

On note par une récurrence triviale que si f est solution alors f admet des dérivées a tout ordre
sur R et on a pour tout entier naturel k :

VXER: fO(x) + @y g fOHRD(x) + o+ ag FED) + ap fPO(x)) = 0

Une telle équation peut alors se reformuler ainsi : Trouver les fonctions de R dans C dérivables a
tout ordre sur R c’est-a-dire de classe C, sur R vérifiant :

D"(f)+ a1 D" () + -+ a; D(f) +ag Id(f) =0 (1)

ou D désigne I'opérateur dérivation, c’est-a-dire I’endomorphisme défini sur le C espace vectoriel
C (R) des fonctions de R dans R qui admettent une dérivée a tout ordre sur R, par

D(fH)=Ff
et pour tout k € N*, D(f) désigne la dérivée k — iéme de f soit :
D¥(f)=DoDoD...oD(f)
et ol on pose :
D°(f) = f = 1d(f)
Id étant I’'endomorphisme identité de C,(R) .
L’ensemble S des solutions de I’équation différentielles (1) est le sous espace vectoriel de C,(R) :

S =ker(D"+a,_1 D" '+ -+ a; D+ayld)

Preuve :
Soit (f,g,1) € SxSx Calors:
D™(f) + ap_y D" ' (f) + -+ ay D(f) + ag Id(f) = 0
D™(g) + an—1 D" (g) + -+ a; D(g) +aq Id(g) =0
Donc par combinaison :

(D™(f) +AD™(9)) + an-1 (D" *(f) + 2 D" (g)) ... + a1 (D(f) + AD(9)) + ao 1d(f)
+11d(g)=0

Soit




D"(f+Ag)+an_ D" (f+Ag)++a, D(f +Ag)+ayld(f+1g)=0
D'ou :
f+A1ge€S

Remarque : une deuxiéme méthode plus rapide consiste a noter que le noyau d’une application
linéaire est un sous espace vectoriel.

1l Résolution des équations du premier ordre :

Théoréme :

Soit , pour a € C, une équation linéaire du premier ordre donc de la forme :

D(f)—ald(f) =0
soit de fagon équivalente :

(D—ald)(f)=0
Les solutions d’une telle équations sont les fonctions définies sur R de la forme :
f(x) =Ce*?, CeER
L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel de €, (R) :
ker(D —ald) = Vect[(x - e*¥)]

Ce sous espace est de dimension 1. C’est donc une droite vectorielle.

Preuve :
Notons S le sous espace vectoriel des solutions de I'’équation différentielle.
Notons d’abord que pour toute constante C € C:

D(x > Ce?*)= (x> acCe®Y)

Donc:
(D—ald)(x—>Ce**) =0
et:
(x> Ce*™ €S
Ainsi :

Vect[(x » e%*)] c S
Réciproquement, soit f € S.
Posons :
g=G e f

Alors :




D(@= (x> -ae®)f+x->e*)D()=x->e*)(~af+ D)) =0
Doncilexiste CEC: g = (x = C)
Et donc:
f=k&—Ce")
Donc:

Vect[(x - e%¥)] =S

11l Résolution d’équations différentielles d’ordre n de référence :

Théoréme :

Soit, pour a € C, une équation linéaire d’ordre n de la forme :
D —ald)"(f) =0
Les solutions d’une telle équation sont les fonctions définies sur R de la forme :
f(x) =Pp_q(x) e**
Ou P,,_; est un polynome a coefficients dans C de degré inférieur ou égalan — 1
L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel :
ker((D — ald)") = Vect[(x > %), (x > x e*¥),...,(x - x"" 1 e2%) |

Ce sous espace est de dimension n

Preuve :
Par récurrence sur n.
Initialisation : Pour n = 1 la propriété a déja été démontrée.

Hérédité : Supposons la propriété vraie pour n € N et notons S le sous espace vectoriel des solutions
de I'équation différentielle :

(D—ald)™(f) =0
Alors pour k € [0,n — 1] et f € Vect[(x — e%%),(x > x e*¥),..., (x - x"" 1 e?¥)]:

(D —ald)"(f) =D —ald) ((D—ald)™(f)) =D —ald)(0) =0

De plus :
(D—ald)" (x> x"e**)=(D —ald)® (D —ald) (x - x™ e®¥)
=MD —-ald)® (x> nx"1+ax™)e?* —ax™e*)
=D —-ald)® (nx™ 1! e**) =0
Donc:

Vect[(x - e%%),(x > xe?™),..,(x > x"e?*)] c S




Réciprogquement :
Soit f €S.Posonsg = (x 2 e %) f = (x = e ** f(x)) alors:
D@)=(x—->—-ae™ ™) f+x—->e*)D(f)=x—->e ) (D—-ald)f)

D?(g) = (x » e™**) (D — a Id)*(f)
et par une récurrence évidente, pour tout k € [1,n] :

D¥(g) = (x » e7%%) (D — a Id)*(f)
En particulier :

D™(g) = (x » e **) (D —ald)™'(f) =0
Donc g est un polynéme P, de degré inférieur ou égal a n a coefficients dans C. Ainsi :
f=&-=P(x) e”)
Etdonc f € Vect[(x » e?¥),(x » x e?%),...,(x > x™" e?*)] d'ou :
S =Vect[(x - e%*),(x » xe?¥),...,(x - x™ e®¥)]

Ce qui prouve I'hérédité.

Ill_Equations différentielles linéaires homogénes a coefficients complexes d’ordre 2

Théoréme-définition :

Soit une équation linéaire d’ordre 2 de la forme :
(D*+a;D+agld)(f) =0
ou (ay,a,) € C2%
On appelle polynéme caractéristique, le polyndme de C[X] :
PX)=X*+a;X+a,

1°" cas : P admet deux racines complexes distinctes r, 7, alors P se met sous une forme dite
scindée :

PX)=X-11) (X—17)
Les solutions de I’équation différentielle sont alors les fonctions définies sur R de la forme :
f(x)=Ae" *+Be2*

ou (4,B) € C?

L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel de C, (R) défini par la somme directe :

ker((D —ry Id)(D — 1, Id)) = Vect[(x > e"1%)] @ Vect[(x - e"2*)]
Ce sous espace est de dimension 2. C’est donc un plan vectoriel.

2°™ cas : P admet une racine complexe double , alors P se met sous une forme dite scindée :




PX)=(X—-1)?
Les solutions de I’équation différentielle alors sont les fonctions définies sur R de la forme :
fx)=(A+Bx)e"*
ou (A, B) € C?
L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel de €, (R) défini par la somme directe :
ker((D —rId)?) = Vect[(x > e"*)] + Vect[(x > x e" )]

Ce sous espace est de dimension 2. C’est donc un plan vectoriel.

Preuve :
Notons d’abord que :
D?*+a;D+ayld= (D —r 1d) (D — 1, 1d)
et notons :
S, =Vect[(x - e ™) ], S, =Vect[(x - e™%) ]
et S I'ensemble des solutions de I'équation différentielle.
Soit f € S; + S, alorsilexiste (f1,f2) €Sy XS, telque: f =fi+f5
Donc:
(D =7 1d) (D — 1y Id)(f)
= D —-rld)(D-r Id)(f)) + (D —r1d) (D =1, Id)(fz) =0
Donc:
fES

Réciproquement, soit f € S. Considérons les polynémes :

QX)) =X — 1), QX)) =X—m7)

D’apreés le théoréme de Bezout, les polyndmes Q,, @, étant premiers entre euy, il existe des polyndmes
a coefficients dans C, Uy, U, tels que :

Ur(X) Q1 (X) + U(X) Q.(X) =1
Donc:
U1 (D) Q1(D) + Uy(D) Q2(D) =1d
D’ou:
Ui(D) (D = Id)(f) + U, (D) (D = [A)(f)) = f
Posons alors :

fi=UiD) (D=1 1d) (),  fo=Uz(D) (D =1 1d)(f))

Alors :




(D =7 Id)(f1) = U (D)(D — 1 Id)(D — 1, 1d) (f1) =0
(D =1, 1d)(f2) = U,(D)(D — 1, [d)(D — 1y 1d) (f2) =0

Donc:
f1 €Sy, 2 €S,
D’ou:
feES+S,
Ainsi :
$S=§,+85,

Montrons que la somme est directe :

Soitf €S, NS, alors:

(D —r Id)(f) = (D —rp 1d)(f) = 0

Donc:

rnf=nf

D’ou :

Ce qui montre que la somme est directe.

28™e cas : Déja traité précédemment

IV Equations différentielles linéaires homogeénes a coefficients complexes d’ordre n

Théoréme-définition :

Soit une équation linéaire d’ordre n de la forme :

(Dn + a,_1 Dn_l + -+ aq D1 + Qg Id)(f) =0
ou(ay ay,.., a,_1) € C™
On appelle polynéme caractéristique, le polyndme de C[X] :

P(X) =X"+ a,_1 Xn_l + -+ aq X+ Qg
Notons 14,73, ..., T'p les racines distinctes de P. Alors P se met sous une forme dite scindée :
n n p
PX)=X-r)"X-1)"..(X—1,)

Les solutions de I’équation différentielle alors sont les fonctions définies sur R de la forme :




p
) =) Pra(@) €
k=1

ou P,, 1 est un polyndme a coefficients dans C de degré inférieur ou égalan; — 1

L’ensemble des solutions est donc le sous espace vectoriel de C, (R) défini par la somme directe :
p
z Vect[(x - e %), (x > x e"k¥), ..., (x > x™ 1 e ¥) |
k=1

Ce sous espace est de dimension n

Preuve :
Notons d’abord que :
D"+ ap_y D" 14t a; D+ agld = (D — 1y Id)™ (D — 1y Id)"2 ... (D — 1, 1d)"™
et notons pour tout k € [1,p] :
Sk = Vect[(x = e %), (x - x e™¥), ..., (x - x™ 1 e"k¥)]
et S I'ensemble des solutions de I'équation différentielle.

Soit f € XF_, Sy alorsil existe (fi, fo, ., fp) €S1 X Sy X ..XSytelque: f=fi+fo+-+f,

Donc:
(D =1y Id)™ (D — 1, 1d)™ ... (D — 1, 1d)""(f)
=(D -1y Id)" ... (D —1,1d)"™ (D — 1y Id)™(f)
+ (D =7 Id)™ ... (D=1, 1d)"™ (D — 1, Id)"2(f,)
+ ..
+ (D=1 1d)" .. (D —1,_11d)""™* (D —1,1d)"™"(f,) = 0
Donc:

fEeSs
Réciproquement, soit f € S.

Définissons pour tout k € [1,p] :

p
00 = [ Jox =
i=1
ik
D’apres le théoreme de Bezout, les polynébmes @4, Q; ..., @, étant premiers dans leur ensemble, il
existe des polynémes a coefficients dans C, Uy, Us, ..., U, tels que :

U1 (X) Q1 (X) + U2(X) Q2(X) + -+ Up(X) Qp(X) =1

Donc:




U1 (D) Q1(D) + Uz(D) Q2(D) + -+ Up(D) Qp(D) = Id
D’ou:
U1 (D) Q:(D)(f) + Uz(D) Q2(D)(f) + -+ Up(D) Qp(D)(f) = f

Posons alors pour tout k € [1,p] :

fx = U (D) Q1 (D) (f)

Alors :
(D = 1ie Id)™ (fi)) = Up (D) (D = 11 1d)™ (D = 15 Id)™ ... (D =1, 1d) ™ (fi) = 0
Donc:
fr € Sk
D’ou:
p
fE Z Sk
k=1
Ainsi :

Montrons que la somme est directe :

Soiti € [1,p]l, f € S; N X _; Sk alors:

k+i
U1(D) Q1 (D)(f) + Uz(D) Q2(D)(f) + -+ + Up(D) @Qp(DY(f) = f

Orsij#i: f €S;donc:

p p
Q;(D)() = (H(D — 1 Id)”q\ O =] |@-r1)" |@-r1amp =0
q=1 q=1

q*j q*j
q#i

Donc:
U;(D) QiDY(f) =f
Deplus: f=Xr_1fi,fi € Sk donc:

k=+i

p

QD) =) UDIf) =0

k=1
k+i

D’ou :



Ce qui montre que la somme est directe.



