Applications différentiables

dans les espaces vectoriels normés de dimension finie
FICHIER EN COURS DE CONSTRUCTION

| Dérivée selon un vecteur

Dans la suite, [E,, désigne un espace vectoriel de dimension n, (E, N) un espace vectoriel
normé et f une application de E,, dans f.

1) Définition

Pour un vecteur U non nul de E,, on définit, lorsqu’elle existe la dérivée selon 1 au point A
de E,, par:
of f(A+tU) - f(4)

gy A =lim :

2) Propriété 1

Si f est différentiable en A4, alors f est dérivable en A selon tout vecteur U non nul et :

of
o5 ) = df (.U

Preuve :
Si f est différentiable en A alors :
fAA+tU) - fA) =df (D). U) + it Ully(t U)
avec:
limy(H) =0

donc:




A —f(A
N(f ( Hi) At )—df(A).(U)>=||U||N(y(tU))

Or:

im[| Ul N(y (£ U)) =0

Donc:

I f(A+tU) - f(A)
im

t—0 t

= df(A).U

3) Propriété 2

Si (U, Uy, ...,U,) est une base de E,, et f différentiable en A alors, pour tout vecteur H de
E,, en posant :

H - h1U1 + thz + -+ hnUn

Ona:
_of aof aof
df(A).H = a_Ul(A) h, + a_UZ(A) hy, +--+ U, (A) h,
Preuve :
Ona:

df(A)H = df(A) (h1U1 + thz + -+ hnUn)
donc, par linéarité de I'application différentielle :
df(A).H = hy df(A).U; + h, df (A). U, + -+ h, df (A). U,

_of of of
_B_Ul(A) hy +6_UZ(A) h, +"‘+a—Un(A) hy,

Remarque :

Il ne suffit pas que les dérivées selon les vecteurs d’une base soient définies pour que f soit
différentiable, comme le montre I’exemple de la fonction de R? dans R définie par :

Xy

N

Considérons la base canonique de R? :

fGy) = si (x,y) # (0,0) et f(0,0)=0




U, =(1,0),U, =(0,1)

Nous avons
f(A+tU) —f(A)  f(0)—f(0,0) 0
t B t B
donc
of _
55;(A)-0
fA+tU) = f(A) _ fO0,0 = F0.0) _
t B t B
donc
af _
EEE(A)__O

Intéressons nous a la différentiabilité au point A = (0,0).

Si f était différentiable en A sa différentielle en A devrait étre I'application nulle car on
aurait :

d = of h of h, =
f(A)'H_a_Ul(A) 1+6_UZ(A) 2=0

OrpourU = (1,1)onapourt # 0:

fA+EtD) —FA) _fED-fO0) 1

t t \2
donc:
%(A) = % +df(A).U
f n’est donc pas différentiable en A et pourtant elle est continue en A car :
pourx # 0:
Faml <22 <y
\/ﬁ

etpourx =0:ety #0:

£ (0,y)] =0 < |yl



4) Propriété 4

Si (U4,U,, ..., U,) est une base de E,, et si f admet des dérivées selon ces vecteurs de base
dans un voisinage de A qui sont continues en ce point alors f est différentiable en A

Remarque :

De fagon plus large, il suffit que f admette des dérivées selon n — 1 vecteurs de base dans
un voisinage de A et qui soient continues en ce point, comme la preuve va le mettre en
évidence.

Preuve :
Par récurrence sur n.
Initialisation : n = 2

Soit (Uy,U;) une base d’un espace vectoriel de dimension deux [, et f une fonction

admettant des dérivées selon U, et U, sur une boule ouverte B(A, @) qui sont continues en
A.

[E, étant de dimension fini, nous pouvons prouver la propriété pour une norme quelconque,
notamment la norme N,

Posons pour H tekque A+ H € B(4, ) :
A = a1 U1 + a2 U2
H = hl Ul + hz UZ

d d
(74 1) = F) = 50 A by = + 5 ) )

y(H) = No()

Nous avons :
N (H) y(H) =
£ ((Cay + hy) Us + (az + hy) Uz)) = fay Uy + (a5 + hy) Uy)
+f(ay Uy + (ap + hy) Up) = f(ay Uy + ay Uy)

af af B
_O_Ul(A) hy _O_UZ(A) h, =

Considérons sur l'intervalle [0; h,] la fonction :

p(t) = f((a1 +t) Uy + (az + hy) Uz)




Cette fonction est dérivable sur [0; h;] donc continue également et :
af
@'(t) = —((a1 +1t) Uy + (az + hy) Uy)

Le théoréme des accroissements finis s’applique et permet d’écrire :

36(hy) €10;1[: @(hy) — @(0) = hy p(6(hy) hy)

Soit :

f((a1 + hy) Uy + (az + hy) Uz) —flag Uy + (az + hy) Up) =
h1 U, ((a1 + 6(hy) hy) Uy + (ay + hy) Uz)

D’autre part, la différentiabilité de f en A permet d’écrire :

fla, Uy + (az + hy) Up) — f(ag Uy + a, Up) — %(A) hy = N (hy Uy) y1(hy Up)
2
avec:
limy,(H) =0
Ainsi :
Ne,(H) y(H) =
hy (6U1 ((a1 + 60(hy) hy) Uy + (ay + hy) Uz) aLIJZ (A)>
+No (hy Uy) v1(hy Up)
Donc:
N(y(H))
hy 0 Ny (h, U,
< Nl (IL) (aul (( + 0(hy) hy) Uy + (ay + hy) Uz) - % A)) + ﬁ N(h(hz Uz))
Finalement :

N(V(H)) N <_((a1 + 60(hy) hy) Uy + (ay + hy) Uz) - _f(A)> + N(Vl(hz Uz))



La continuité de la dérivée selon U; montre que la quantité majorante est une fonction de
H tendant vers 0 quand H tend vers le vecteur nul donc :

lim y(H) = 0

Il en résulte la différentiabilité de f au point A

Hérédité :

Soit un entier n = 2 pour lequel la propriété est vraie, montrons qu’elle est vraie pour
I’entier suivant.

Soit (Uy,Us, ..., Up4+1) une base d’un espace vectoriel de dimension n+1 [E,,; et f une
fonction admettant des dérivées selon U; ,U,, ..., U,41 sur une boule ouverte B(4, @) qui
sont continues en A.

E,.1 étant de dimension fini, nous pouvons prouver la propriété pour une norme
guelconque, notamment la norme N,

Posons pour H tekque A+ H € B(4,a) :
A=a Ui +a, U+ +apyq Upya

H=h U +hyUp+ -+ hyy1 Unps

Notons :
B=a,U +a,U;+:-+a,U,
K=h U +h,U,+ -+ h, U,
Ainsi :
A =B+ ani1 Unsa
H =K+ hpy1 Upyq
Notons :

]En = VeCt(Ul, Uz, ey Un)
Et g la fonction définie sur E,, par:

g(B) = f(B + ans1 Uny1)

Alors :

f(A+H) = f(A) = f(B+ K+ (an41 + hny1) Uny1) — f(B + apyq Unyq)



= f(B + K+ (an+1 + hn+1) Un+1) - f(B + K+ Api1 Un+1)
+f(B +K+ Apt1 Un+1) - f(B + Apt1 Un+1)

L’existence d’une dérivée selon U, ,; sur un voisinage de A conduit comme dans le cas
précédent a :

30(hnyq) €10, 1] :
f(B + K+ (an+1 + hn+1) Un+1) - f(B +K+ Apt1 Un+1)
af

n+1
U1

=h (B + K+ (an+1 + e(hn+1)hn+1) Un+1)

La continuité en A de la dérivée selon U,,,; permet d’écrire :

of of
(B+ K+ (apeq +0(hyp)hneq) Upyr) =
aUn+1 n+1 n+1 n+1 n+1 aUn+1

(4) +y1(H)
avec :

limy,(H) =0

L’hypothése de récurrence permet d’écrire :

f(B + K + Apt1 Un+1) - f(B + Apt1 Un+1)

=9B+K)—-g(B)

_dg dg dg
—a—Ul(B) h1+a—Uz(B) hz"‘"“"m(B) hyn + Noo (K) y2(K)
_of of of
_6_111(A) h1+6_Uz(A) hz"‘"“"m(/l) hyn + No (K) v2(K)
avec :
limy,(K) =0
Finalement :

f(A+H) - f(4)

_of of of

(4) hni1 + Noo(K) v2(K) + hpiq v1 (H)



Or:
N(Noo(K) Y2(K) + hypyq V1(H)) < No.(K) N(Yz(K)) + |hpsal N(V1(H))
< Noo () (N(v2()) + N(y2 (1))

Posons pour H # 0

1
v(H) = =gy (Neo(K) Y2 (K) + hng v1(H)

alors :

N(y(H)) < N(y.(K)) + N(y:(H))
La quantité majorante tend vers 0 quand H tend vers le vecteur nul donc :
limy(H) =0

La différentiabilité de f au point A s’en déduit ce qui prouve I’'hérédité de la propriété.

Il Application aux fonctions de R" dans RP

Soit f une fonction de R" dans RP. Munissons R" de sa base canonique :
U, =(@10,..0),U,=(01,..,0),..,U, =(00,...,1)
Si les dérivées selon ces vecteurs existent en un point A4, on les notent :

of of of y_9f
30, @ = 5 W g W) = 5= ()

et si f est différentiable en A, sa différentielle est alors notée :

dA—afAd afAd afAd
f( )_a_xl() x1+a() xz"'"""a() Xn

Sachant que les dx; sont des applications linéaires de R"™ dans RP définies pour tout :
H = (hq, hy; ..., hy)
par :
dx;(H) = h;

Ainsi :



of of of
df(A).H = — (A) dx;(H) + —(A) dx,(H) + - + — (4) dx,(H)
0x4 0%, 0x,

of of of
O_xl(A) hy +6_x2(A) hy + - +E(A) hy

RP étant alors muni de sa base canonique :
=0009,..,0,¥,=(01,..,0),..,, =(0,0,..,1)

nous pouvons décrire f sous la forme :

£ = (i), £A), ., ()

auquel cas pour tout j € [1;p] :

of (0% of,
a_x,-(A) = (a (A)'a_xj

d
w, ...,a—f(m)
]

La matrice de I'application différentielle df (A) dans les bases canoniques de R" et RP est
alors appelée matrice jacobienne de f en A et définie par :

of1 of1
aﬂ)maﬂﬁ o
Jf(A) = ' : : = <—‘ (A))

of, of, 0x;
@ - 5@

Le déterminant de cette matrice est appelé jacobien de f en A et noté |]f(A)|

Nous avons vu précédemment qu’une condition suffisante pour que f soit différentiable en
un point A de R" était que n — 1 colonnes de la matrice jacobienne soient définies
continues sur un voisinage de A, ce qui dans la pratique s’avérera bien utile pour déterminer
le domaine de différentiabilité d’'une telle fonction.




Il Théoréeme des fonctions implicites

1) Approche intuitive

Considérons une fonction de deux variables réelles f(x,y) qui soit différentiable sur un
ouvert ) de R X R et qui en un point (a, b) de R X R vérifie :

of .
— continue sur ()
dy

of
@(a, b) =0

fla,b) =0

Représentons-nous cette fonction par une surface de I'espace d’équation z = f(x,y)

— z=f(xy)

=

\}yn ;‘\"n +1  @(x)b

Considérons alors un réel x voisin de a et formons une suite de réels y,, proches de b en
procédant selon le procédé itératif suggéré par la figure :

Yo est pris quelconque mais proche de b. On peut prendre d’ailleurs b mais pour des
commodités de représentation nous I'avons choisi sur la figure inférieur a b

Yy, €étant défini, on définit y,,; comme suit: Dans le plan (M(x,0,0),x,2) la courbe
z = f(x,y) admet au point M(x, Yoo f (x, yn)) une tangente d’équation :



0
z= % 6 y) O = y) + £ y)

La continuité de Z—f](x, y) en (a, b) fait qu’on peut penser cette droite proche de la droite

d’équation :
af
zZ = @(a,b) ¥ =) + f(x, yn)

On définit alors y,, 41 comme étant la valeur de y qui rend z nul soit :

d
0= % (@5) Gmes = ) + £ y)

D’ou le schéma de récurrence :

-1
af
Yn+1 = VYn — (@ (a, b)) f(x,yn)
Yo proche de b
Le graphique suggeére que cette suite y, tend vers une unique valeur y telle que f(x,y) =0

ce qui suggére que, pour x suffisamment voisin de a, il existe une unique valeur de y dans
un voisinage de b telle que f(x,y) = 0. Ceci permet alors de définir une fonction implicite
@ telle que dans un voisinage de (a, b), une boule ouverte de type carré par exemple, on
ait :

f,y) =0 ox) =y

Cette approche permet de formuler le résultat plus général qui suit et d’en guider la

démonstration.



2) Théoréme général

Soit E,;,, [Ep deux espaces vectoriels de dimensions respectives, m, p et soit f une fonction
différentiable sur un ouvert Q de E,, X E, a valeurs dans E,, telle que :

of .
FT% (X,Y) continue sur Q

et vérifiant en un point (4, B) de E,,, X E,, :

of
oy

(A, B) automorphisme de E,
f(A,B) = 0 (vecteur nulde E,)
alors :
il existe un voisinage V de A et un voisinage W de B tels que :
VXeEV:AIYeEW: fX,Y)=0
On peut donc définir une application ¢ sur V telle que :
VX, Y)EVXW: fX,Y)=0 © X)) =Y
@ est alors une application de classe C; sur V et :

d d
VXEV:dp(X)=— <a_{/ (X,(p(X))) 0 %(X,(p(X))

Preuve :

Les différents espaces vectoriels seront normés par la norme N, associé a une de leurs
bases.

Etape 1 : Existence et unicité de ¢

Reprenons le schéma inspiré par I'approche :

v ()
Yn+1 - Yn - O_Y( 'B) f(X: Yn)
Y, =B

Posons :




v (Y n)

Jx est différentiable sur un voisinage de B et, en notant I, I'application identité de E,, :

o o
dgu(r) =, - (% (A,B>> L

Considérons I"application :
k(X,Y) = dgx(¥)
La continuité de la différentielle selon Y en (4, B) montre que :
(X,Yl)l—I;IgA,B) k(X,Y) = 0 (application linéaire nulle)

On en déduit :
, 1
Ja>0: VX,Y) €B((4B)a): llldgxMIll <3
Soit en utilisant I'inégalité des accroissements finis :
1
V(X,Y,Y)EB (A4 a) xB'(B,a) x B'(B,a) : No(gx(¥)—gx(¥)) < > N, (Y —Y")

Montrons alors que gX(]B’(B, a)) c B'(B,a)

SoitY € B'(B, ) alors :

Noo(gx(Y) = B) < Noo(gx (Y) — gx(B)) + Neo(gx(B) — B)

<1N (Y—B)+N, g(A B) _lf(XB)
-2 e\ \ay ¥ ’
Or:
a -1
)l(i_raNoo (%(A,B)) f(X,B) |=0
donc:

IB>0: VXEB(4R): N, (%(A,B)) f(X,B)

IA
NI R



Ainsi :

V(X,Y) € B'(A4,8) x B'(B,) : Neo(gx(Y)—B) <= +%:

gx (Y) est donc une application strictement contractante sur la boule fermée B'(B, a) qui
est un espace métrique complet, pour tous les X de la boule fermée B'(4, B).

La suite :

{Yn+1 = gx(¥y)
YO = B

est donc convergente a X fixé et tend vers une unique limite Y vérifiant :

Y = gx(Y)

Or:

Y = gx(¥) = ( (4, B)) f&X,Y)

(—(A B)) fX,Y)=0

& f(X,Y)=0

Ceci prouve que pour tout X de la boule fermée B'(4, B) il existe un unique Y de la boule
fermée B'(B, a) tel que : f(X,Y) = 0, d’ol I'existence et 'unicité de ¢.

Etape 2 : Continuité de ¢
Soit (X,X,) € ('(A,,B))Z alors :
Noo(9(X) = 9(X0)) = Neo (9x (0(X)) = g, (9(X0)))

Noo (9x(0(X)) = gx(9(X0)) ) + Noo (9x(9(X0)) — gx, (0(X0)))

0
< 2 No(p(0) — 9(X0) + N <§ (A,B)> (F(%.0050)) — £ (Xo 9(X)))

(U

P -1
<5 Noo(@0(X) = 0(Xo)) + (%(A,B)> Neo (£ (X, 0(X0)) = £ (X0, 0 (X0)))



La quantité majorante tend vers 0 quand X tend vers X, donc :
lim Ne,(¢(X) — (X)) = 0
X—)Xo

@ est donc continue en X,

Etape 3 : Différentiabilité de ¢
Partie 1:

Montrons d’abord que la différentielle selon Y est un automorphisme sur un voisinage de
(A,B).

La fonction :

of
k(X,Y) = =5 (X, 1)

est continue en (4,B) et k(4,B) € Aut([Ep). Or Aut(IEp) est un ouvert de End(IEp). Il

existe donc une boule ouverte B((4, B),r) incluse dans B'(4, B) sur laquelle on a :

0
a_]; X,Y) € Aut(E,)

Partie 2 :

Soit X, € B(A,r) et H tel que X, + H € B(A,r) alors
f(XO + H, (X, + H)) - f(Xo:QD(Xo)) =0

Donc par différentiabilité en (Xo, (p(XO)) :

d 0
a_;c((XO» (P(Xo))-H + 6_]1: (Xo' (P(Xo))- (‘P(Xo +H) - <P(Xo))

+Noo (H, (X0 + H) — ¢(X,)) e(H) = 0

Notons :

0 7
LX) = - <§ (x0,<o<xo))> o L (%o 0 x0))

3 -1
M(X,) = — (0_];' (Xo'(P(Xo))>

alors :



oXo + H) — (Xo) = L(Xo). H + Noo (H, (X + H) — 9(Xo) )M (X,) £(H)
donc:
Neo(0(Xo + H) — (X))
< LX) Neo(H) + Noo (H, 9 (Xo + H) = 9 (X0)) I1M (Xo)ll Neo (e(H))
< ML Noo (H) + (Neo (H) + Neo(0(Xo + H) = 9(X0)) ) 1M (Xo) Il New (2(H))
Or:
lim [||M (Xo) Il e(H) = 0
Donc:
38>0: VHEB(O,6) : IMX)Il e(H) s%
Ainsi pour H € B(0, 8) tel que X, + H € B(4, )
Noo (¢ (Xo + H) = 9 (X))
< LKl Noo (H) + % Noo (H) +% (Neo (0 (Ko + H) = (X))
Donc:

Noo (9 (Xo + H) — 9(Xo)) < 2 LX) + 1) Neo (H)

D’oupourH # 0:

1
N—(H)wa(xo + H) — p(Xo) — L(Xo)-H) < 2 IILX)I + DN, (M(X,) e(H))

La quantité majorante tendant vers 0 quand H tend vers O on en déduit que ¢ est
différentiable en X, et que :

do(Xo) = L(Xo)
Etape 4 : Continuité de do

Nous avons sur V

9 9
do(X) = - (% (X,qo(X))> o%(x,qo(X))

Considérons I'application k de End(IEp) X End(IEp) dans End(IEp)

k(L,M)=LoM



k est une application bilinéaire sur des espaces vectoriels de dimension finie, donc elle est
continue sur End([Ep) X End(]Ep)

Les applications m et p définie sur V par:

of af
m(X) =+ (X, 0(0) pX) =55 (X,0(0)
sont continues sur V par composition

L’application g définie sur Aut(]Ep) par q(L) = L1 est comme nous I'avons montré dans le

fichier sur la continuité des espaces vectoriels normés généraux, continue sur Aut(IEp).
d@ apparait donc comme une composée de fonctions continues et est donc continue sur V

IV Théorémes d’inversion

1) Théoréme d’inversion locale

Soit [E, un espace vectoriel de dimension p et soit f une fonction différentiable sur un

ouvert  de E, a valeurs dans E,, telle que :
df(X) continue sur Q

eten un point Ade Q. :

df(A) automorphisme de E,
alors :
il existe un voisinage ouvert V de A inclus dans Q et un voisinage ouvert W de B tels que :

VYeEW: 3IXeV: f(X)=Y
et la fonction ainsi définie :

g:V-WwW

X - f(X)




est une fonction de classe C; ainsi que sa réciproque. C’est donc un C; difféomorphisme
de V sur W

Preuve
Considérons la fonction suivante F définie sur (2 X [E,, a valeurs dans E,, par :
FX,Y)=fX)-Y
et posons :
B =f(4)
Ona:

F est différentiable sur Q) X E,

oF
ﬁ(X, Y) = df(X) continue sur Q x E,

oF
X (A,B) = df (A) automorphisme de E,

F(A,B) =0

Le théoreme des fonctions implicites permet alors d’affirmer qu’il existe un voisinage ouvert
de V, de A et un voisinage ouvert W de B tels que :

VYeW: 31XeV,: F(X,Y)=0 (soit: f(X)=Y)
et on peut définir implicitement une fonction ¢ de classe C; de W dans V; telle que :
VEY € W:F(p(Y),Y) =0 soit : f(p(Y)) =Y
Posons alors :
V=v,nf (W)
V est un voisinage ouvert de A. On peut ainsi définir la fonction :
h: W-V
Y > X=09)=f"()
Notons g la réciproque de h :
g: V->W

X-Y=f(X)




g et h sont toutes deux de classes C; sur leurs domaines respectifs V et W. Donc g est un C;
difféomorphisme de V sur W.

2) Théoréme d’inversion globale

Soit [E,, un espace vectoriel de dimension p et soit f une fonction différentiable sur un
ouvert  de E, a valeurs dans E,, telle que :

f injective
df(X) continue et automorphisme de E, sur Q
alors :
f(Q) ouvertde E,

f difféomorphisme de classe C; de Q sur f(Q)

Preuve :
Soit B € f(Q) alors:
d1A€Q: B=f(4)

Le théoreme d’inversion locale permet d’affirmer qu’il existe un voisinage ouvert de V de 4
et un voisinage ouvert W de B tels que la fonction

g: VoW
X-Y=fX)
Soit un difféomorphisme de classe C; de V sur W.
Or W est un ouvert contenant B et vérifie :
W c f(Q)
Donc f(Q) est voisinage de B. C’est donc un ouvert.

f~1 coincidant avec g~ sur W, elle est donc différentiable et de différentielle continue en
tout point de W donc f est un difféomorphisme de classe C; de Q sur ()







